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Обзор. Математические основы акустики и теоретические аспекты распространения 

звуковых волн: излучение, дифракция, распространения сферических и плоских звуковых 

волн, значительное место отводится интегральным представлениям решений краевых задач 

акустики, изложены в монографии Е. Скучика [1], Е.П. Ефимова и А.В. Никонова [2, 3]. 

 А.С. Алексеевым и Б.Г. Михайленко [4] предложены численно-аналитические методы 

решения задач со сглаженными сингулярностями в источнике и в граничных условиях. 

 Основной проблемой возникающей при попытке численного решения обобщенных 

прямых задач, является наличие сингулярной компоненты у решения задачи. В данном разделе 

обобщенная задача на основе методики [5] сводится к регулярной задаче с данными на 

характеристиках, для решения которой применим конечно-разностный метод. 

 Постановка задачи.  Рассматривается математическая задача акустики в постановке: 
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где ( )yzс , - скорость распространения звука, ( )yz, - плотность среды.        

Последнее граничное условие моделирует так называемый мгновенный источник и 

плоскую границу.    Пусть выполнены следующие условия 

( ) ( ) ,,,, 1yzyzс                                            (2) 

( ) .2yh                                                                (3) 

 Теорема 1. Пусть выполнены условия (2), (3). Тогда существует решение задачи (1) в 

классе ( )( )DTW ,1

2   имеющее производные до четвертого порядка включительно в области 

регулярности ( )DT , . 

Сведение к регулярной задаче с данными на характеристиках. 

 В силу гиперболичности и условий (2), (3) при фиксированном + RT  решение 

задачи (1.) равно нулю при Dy =  и за пределами D, где TMDD 11 +=     ( ).,0 Tt      

Введем новую переменную ( ),, yz являющееся решением задачи Эйконала 

( )
( ) ( )

( )

( ) 







=

===+

→

==

yz

yc
yzyz

yzc

z
z

zzzyz

,lim,0

,
,0

1
,,0,,

,

1
002

22




   (4.) 

и ведем новые функции ( ) ( ) ( ) ( ),,,,,, yzcycyzy ==   

                                         ( ) ( ).,,,, tyzuty =  
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 Если учесть продолжение функции по z четным образом на  −R , то задача в новых 

введенных функциях имеет вид 
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Выделим регулярные и сингулярные компоненты решения, представляя его в виде 
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,, 1  −+−+= tytRtytStyty                  (6) 

где ( )ty,,
~
 - непрерывная функция. 

Формулу  (6.) подставляя в последней задачи (5.) и приравнивая коэффициенты перед 

сингулярными частями, получаем 
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Существование решений  уравнений (7), (8) можно легко доказать.  

Решение задачи (5.) обращается в нуль вне характеристического угла, т.е. 
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Из вышеизложенных, учитывая (6),  получим следующую задачу с данными на 

характеристиках, эквивалентную к задаче (1.):  
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Теорема единственности.     Введем обозначение и норму  



  156 

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) 

( )
( ) ( ) ( )  .,,,,,maxmax

,,minmin

,,,,,,maxmax

,,,,,,maxmax

,
4

,
3

,
2

,
1

yzyzyzП

yП

yyyП

ycycycП

yyy
DDyRz

DDyT

y
DDyT

y
DDyT

















=

=

=

=

−

−

−

−

                        (10) 

( ) ( )   
− −

=

D

D

t

t

Ttdydtyt .,0,,,22
       

 Умножая обе части уравнения (9.) на ,2
t


 затем проинтегрируя в области 

( ) ( ) ( ) ,,, DDTDT −=  где  ( ) ( ) TttT =  :,   и учитывая  следующие 

( ) ( ) ( ) ,,,2,2

,22,2

2

22

2

2
2

2

2

22

2

2

















−





















=


























−




















=





































=











yt
yc

tyy
yc

y
yc

t

ttttttt
























 

( ) ( ) ,,,2 2
2

2

























−





















+
























=






























yttyty
yc

y
yc

t
yy  

получим  

( )

( ) ( )

( )

( )  

  

    

− −

− −

=

=

− − − −





+



















+




















−

−








+

+























+












+












+

+

















=








−




−









t D

D

t

t

t D

D

t

t

t

y

t D

D

t

t

D

D

t

t

yy
yc

dyddyc

dyd
y

yc
y

yc

dyddtyL




































































,2

,2

,,

,,2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

 

( ) ( )

( )
( )

( )
( )
( )

( )

( )

( )

( )
,0

,

,

,

,

,

,
,

,

,

,
2

1
,

2

1

2

22

=

















+










+







+











+










+

+



















+




















+



































































dydd
yy

y

y

y

yy

y
yc

y

y

y
yc

y
yc

y

y

y

y

yy

             (11) 

( ) ( ) ( ) .,,, DDyTt −   



  157 

 Используя ( ) ( ) 0,,,, ==− tDtD   и соотношение (11.) имеем 
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Используя введенные обозначения (10.) и полученные выражения из (11.) имеем 
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Тогда из последнего неравенства (12.) имеем 
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Используя энергетические неравенства для гиперболических уравнений  из последнего 

получим 
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Теорема 2. Пусть функции  ,),,(),,( ууус  непрерывны и имеют 

непрерывные частные производные первого порядка и пусть решение задачи (9.) существует 

и принадлежит в )),((2 DТС  , выполнено (4.).  Тогда решение задачи (9.) единственно в 

области регулярности ),( DТ   и имеет места оценка  
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Из эквивалентности задач (9.) и (1.) следует, что решение задачи (1.) также единственно 

в области  ),( DТ ,  при выполнении условии теоремы 2. 
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