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Рассмотрим задачу построения устойчивой системы управления следующей структуры, 

подверженной внешним воздействиям 

  ( ) ( ) ( )  TPtgBxtfx ==−−= ,,, ,    [,0[ = It ,                                (1) 

по заданному  ( )sn − -мерным гладким интегральным многообразием ( )t , определяемым 

векторным уравнением 

( ) 0, =tx ,                                                            (2) 

где rsrn RPRB   ,  – матрицы, 
nRx  – вектор состояния  объекта,  nRf   – вектор-

функция, sRg  – вектор внешних возмущений,  
sR  -вектор  ns  ,  rR  – вектор 

управления по отклонению от заданной программы, удовлетворяющий условиям локальной 

квадратичной связи и дифференцируемый по    в угле  K,0 , т.е.: 
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       Известно, что при построении систем программного движения, на программное много-

образие накладываются дополнительные условия, как устойчивость, оптимальность, а также 

другие требование на качество переходного процесса. Вопросы построения систем диффе-

ренциальных уравнений по заданному многообразию в различной постановке исследовались 

в [1 – 7]. 

  В пространстве nR  выделим область ( )RG : 

( ) ( ) ( ) =  xtItxtRG ,:, .                                           (4) 

       Учитывая необходимое и достаточное условия того, что многообразие   будет инте-

гральным для системы (1) имеем 

                               ( ) ( ) ( )
x

HPtHgHBxtF T




 ===−−= ,,,,, ,                (5) 

Здесь ( ),, xtF  – функция Еругина [1], удовлетворяющая условию ( ) 00,, xtF . Полагая в 

(5), что ssRAAF −−= ,  -гурвицева матрица, получим 

( ) ( )  TPtHgHBA ==−−−= ,, .                                     (6) 

       В [8 – 10] получены условия конвергентности нелинейных систем, В рассматриваемой 

работе мы исследуем условия конвергентности в окрестности программного многообразия.  

       Определение 1. Будем говорить, что программное многообразие  ( )t обладает свой-

ством конвергенции относительно вектор-функции  , если в области (4) определены все  

( )00 ,,  tt   при 0tt  ,  существует единственное решение ( )t , удовлетворяющее условию 

( ) ( )  0,,lim 00 =−
→

ttt
t

 . 
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       Определение 2. Будем говорить, что программное многообразие  ( )t  обладает свой-

ством экспоненциальной конвергенции относительно вектор-функции   при →t , если в 

области (4) существуют 0,0  N  такие, что выполняется  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )00010121 ]exp[ ttttttNtt −−−−                             (7) 

для любой ( )00 , xt  и ( )  удовлетворяющей условиям (3). 

       Вообще говоря [10], неравенство (7) не означает, что программное многообразие ( )t  

устойчиво относительно вектор-функции  в практическом смысле,  поскольку из него не 

следует даже, ограниченность решений системы (6).  

       Ставится задача: установить условия конвергентности программного многообразия 

( )t  относительно вектор-функции  . 

        Теорема 1. Пусть A−  – гурвицева матрица, ( )  удовлетворяет условиям локальной 

квадратичной связи, дифференцируема по   и существуют диагональные матрицы  ,,K , 

кроме того 0i , такие что  

( ) ( ) ( )  0Re1 ++= −  iWiK                                       (8) 

и для любого 0tt  выполняется (7). 

Тогда программное многообразие  ( )t  обладает свойством экспоненциальной конвер-

генции относительно вектор-функции  . 

Здесь ( ) ( ) HBEiAPiW T 1−
+=  переходная матрица линейной части системы (6). 

 Теорема 2. Пусть линеаризованная система (6) асимптотически устойчива при нели-

нейной функции ( )  удовлетворяющей условию (3) и для ( )  K,0, =   существует 

положительно-определенная функция ( ) 0, V ,  производная которой в силу системы (6) 

является  отрицательно-определенной ( ) 0, = WV  и для произвольного  0tt   выполня-

ется соотношение (7). 

Тогда программное  многообразие ( )t  обладает свойством  экспоненциальной конвер-

гентности относительно вектор-функции  .   

       Идея доказательства. Алгебраический и частотный условия асимптотической устойчи-

вости в целом программного многообразия ( )t  устанавливаются с помощью построения 

функции Ляпунова типа «квадратичная форма плюс интеграл от нелинейности»:  

( ) 0,

0

+= 


 dLV TT ,                                            (9) 

где ( ) 0,,,0 1 == r

T diagLL   . 

       При вычислении производной применяется  S -процедура: 

( ) 01 −= −  KS T .                                                     (10) 

  Рассматриваются два произвольных решения системы (6) ( ) ( ) ( ),,, 121 ttt  и 

( ) ( ),, 12 tt   ( )t2 .  

  Введя   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ttttttz 212121 ,,  −=−=−=                          (11) 

систему (6) преобразуем к виду 

zPHBAzz T=−−=  ,                                                (12) 

       Система (12) рассматривается как линейная  часть некоторой системы, когда отношение 

входа и выхода нелинейной части   удовлетворяют условиям  
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( )
( )

( ) 021  tприK
t

t
K 




. 

        Можно показать, что при ограничении на внешнее воздействие и при выполнении усло-

вий теорем все решении рассматриваемых систем ограничены. Вместе с этим у системы (6) 

существует единственный предельный режим – решение ( )( )t0 , которое ограничено на I . 

Из соотношении (7) следует, что любое другое решение ( )t экспоненциально приближается 

при →t  к решению ( )( )t0 .  

        Пусть нелинейный блок стационарен. При этом дополнительном предположении, мож-

но показать, что при периодическом или почти периодическом внешнем воздействии пре-

дельный режим  ( )( )t0  будет соответственно также периодическим с тем же периодом или 

почти периодическом. Если внешнее воздействие случайный стационарный процесс,  то пре-

дельный режим  ( )( )t0  будет также соответственно стационарным или эргодическим слу-

чайным процессом.  

         Для нестационарных нелинейностей  справедливо следующее утверждение: если внеш-

нее воздействие почти периодическая функция и нелинейность также почти периодическая 

функция (равномерная по   при const ), то предельный режим  ( )( )t0  будет также по-

чти периодической функцикй. 

         Пусть в системе (5) функция Еругина имеет следующую структуру ( ),tF  и для малого 

0m  выполняется 

 ( ) mtF
t

=0,sup .                                                           (13) 

 Рассмотрим систему (6) в виде 

( ) ( )  TPHBtF ==−= ,,, .                                (14) 

        Для системы (14) строим функцию Ляпунова типа (9). А симметрическая  матрица Яко-

би имеет вид 



























+




=

T
F

LL
F

J


2/1 .                                            (15) 

        При замене ( ) Khh = , , второе слагаемое функции (8)  hS T2/11 = . Продиф-

ференцировав эту функцию по времени в силу системы (14), после применения s -процедуры 

получим 

SCGV TT ++=−  1
 ,                                           (16) 

где 

( ) ( ) HBNPFPKNPCLNtFG TT =−=+=== − ,2/1,,,,2 1
1  . 

Пусть 21, ll  и 21,  наименьшие и наибольшие характеристические корни матриц (15) 

и 1S . Тогда преобразуя  (16) и применяя лемму 2 [8, стр.284] получим 

( ) 2
1

2
0,  +−− tFV . 

Отсюда , с учетом соотношения (13) имеем 

0
2

1
2

+−−  mV  

при условии 




 =
+


1

m
. 
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        Следовательно, все решения ( )00 ,,  tt  лежат в области (4) если  =  и по лемме 3 

[8, стр.284] существует решение ( )t = линеаризованной системы (14) ( ) Khh = , , 

определенное и ограниченное на I . 

        Пусть ( )t  любое решение системы (14), при ( ) Khh = , , определяемое началь-

ным условием ( ) 00  =t . Положим  

( ) ( )ttz  −=  

и 

( )  TV 2/1= . 

В силу того, что 

( ) ( ) ,, tFtFx −= , 

на основании леммы 2 [8, стр.284] будем иметь 

( ) ( )  VtFtFV T  2,, =−=−  . 

Откуда при 0tt  получаем 

( ) ( ) ( ) 00 2exp tttzVtzV −−   

или 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 000 2exp tttttt −−−−   при 0tt  . 

        Следовательно, ( )t  асимптотически устойчиво в целом и оно устойчиво экспоненци-

ально. Из этого неравенства следует единственность ограниченного на оси [,0[ = It  ре-

шения ( )t . Значит система (14) конвергентна.  

        Таким образом, справедлива:  

        Теорема 3. Пусть в системе (14) ( ),tF  удовлетворяет условию (13) и существует мат-

рица 0= TLL такая, что матрица Якоби (15) является симметрической и выполняется ра-

венство =LN . Если наибольший характеристический корень симметрической матрицы 

Якоби удовлетворяет неравенству  

( ) 0,2 − tl , 

то программное многообразие ( )t  обладает свойством конвергентности относительно век-

тор-фугкции  . 

        Следствие 1.  Пусть линеаризованная система (6) асимптотически устойчива при 

( )  K,0, =  , вектор-функция ( )tg1 ограничена для всех [,0[ = It : 

( ) = Ctg
t

1sup , 

то программное многообразие ( )t  обладает свойством    конвергентности относительно 

вектор-функции  ,  и единственное ограниченное на [,0[ =I решение системы (6) пред-

ставляется в виде: 

( ) ( ) ( ) 0]exp[
0

11 −= 
t

dtgtAt  . 

Здесь ( ) ( ) ( )tHgtgPHBAtA T =+= 11 , . 

       В силу теоремы о конвергентности [8, с.286] справедливо 

       Следствие 2.  Пусть в линеаризованной системе (6) 

( ) tg
t

1sup  

и наибольший из характеристических корней s симметризованной матрицы 

( ) ( ) ( ) tAtAtA T

s 11
2

1
+=  

удовлетворяет неравенству  
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( ) ( )Itts − 0 , 

где  - положительная постоянная, то программное многообразие ( )t  обладает свойством    

конвергентности относительно вектор-функции  .   
       Следствие 3.  Пусть 

( ) ( ) gtF += ,                                                  (17) 

где ( )tF непрерывная функция, ( ) ( ) gJ = -матрица Якоби. 

       Если  

       1) ( ) tF

t

sup ; 

       2) наибольший из характеристических корней ( )2l  симметрической матрицы Якоби  

( )


























+




=

T
gg

J


 2/1  

удовлетворяет неравенству 

( ) 02 − l , 

где  - положительная постоянная, то программное многообразие ( )t  обладает свойством    

конвергентности относительно вектор-функции  .   
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