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РАЗРАБОТКА ЧИСЛЕННОГО АЛГОРИТМА ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
КОЭФФИЦИЕНТОВ ОДНОМЕРНОЙ ОБОБЩЕННОЙ ОБРАТНОЙ  ЗАДАЧИ 

РАСПРОСТРАНЕНИЯ ПОТЕНЦИАЛА ДЕЙСТВИЙ ПО НЕРВНОМУ 
ВОЛОКНУ 

В данной статье исследована обобщенная обратная задача процесса распространения 
импульса по аксону, которая является задачей параболического типа. Эта задача с 
помощью преобразования Лапласа сведена к обобщенной обратной задаче гипербо-
лического типа, и к этой задаче применены методы выделения особенностей и харак-
теристик. В этом случае получаем регулярную обратную задачу с данными на харак-
теристиках, и к данной задаче применен метод конечно-разностный, и получено при-
ближенное решение обратной задачи. Из этого решения вычислено разностное реше-
ние обратной задачи параболического типа, которое сходится к точному решению. 

Ключевые слова: одномерная обобщенная; обратная задача; параметры; потенциал 
действий; распространение; нервное волокно; численный алгоритм; параболическая; пре-
образование Лапласа; гиперболическая задача; метод характеристики; выделения особен-
ностей; конечно-разностный; сходимость решения. 

Введение. Потенциалом покоя называют разность электрических потенциалов мем-
браны внутренней и наружной части клетки. 

Потенциалом действия называют возбуждение клетки или быстрое колебание мем-
бранного потенциала вследствие диффузии ионов в клетку и из клетки. Нервный импульс 
(потенциал действия) мембраны имеет следующие фазы: фазы реполяризации, фазы депо-
ляризации, а также фазы гиперполяризации, а пиком, или спайком, называют высокоам-
плитудную быстропротекающую часть (они наглядно даны в следующем рисунке). 

В работе Богатова Н.М. и др. [1] проведен анализ изменения формы потенциала дей-
ствий при его распространении в нервном волокне и показано, что генерация заряда в 
нервном волокне обусловливает эффективность длины и уменьшение фазовой скорости 
распространения сигнала. Установили, что высокая эффективность распространения сиг-
нала в миелиновых нервных волокнах достигается в результате сальтаторного механизма 
распространения. 

Решение задачи распространения потенциала действий по нервному волокну для 
возбуждающего импульса произвольной формы дана в коллективной монографии под ру-
ководством профессора Богатова Н.М. [2]. 

В работе Селезова И.Т., Морозова Л.В. [3] получено точное аналитическое решение 
обобщенной задачи о распространении нервного волокна в рамках Ходжкина-Хаксли на 
основе интегрального преобразования Лапласа и теоремы Эфроса в случае, когда началь-
ный импульс отклоняется от ступенчатой функции Хевисайда. 
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Рисунок 1 – Потенциал действия, его фазы и ионные токи (а, б). 

Проведен сравнительный анализ расчетов с результатами, полученными ранее для 
случая возбуждающей функции Хевисайда, и анализировано влияние отклонения при при-
ближении к решению, соответствующему функции Хевисайда. 

При пространственно-однородном возбуждении волокна поведение мембранного по-
тенциала описывается уравнением: 

 
I

dt

d
C 



, 

где  C  – емкость  мембраны,  I  – ионный ток, который определяется формулой: 

      eekkNANa gggggI   , 

где hmgg NANA
3 , 4ngg KK  ,   mm

dt

dm
mm   1 ,   hh

dt

dh
hh   1 ,  

  nn
dt

dn
nn   1 , eg – постоянная,    i

kkk CCekT /ln/ 0 – калиевый мембранный по-
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тенциал, T – абсолютная температура, e – заряд электрона, k – коэффициент, i
k

k CC ,0 – 

внешняя и внутренняя калиевая концентрация; 
   i

NANANA CCekT /ln/ 0 , i
NANA CC ,0 – внешняя и внутренняя натриевая концентрация; 

nhm ,, – параметры. 

Распределение мембранного потенциала  txj ,  в немиелинизированном волокне 
описывается следующим уравнением: 

 I
xRdt

d
C 





2

21 
,  (1) 

где C – емкость мембраны, проходящая на единицу длины волокна, R – сумма продольных 
сопротивлений на единицу длины волокна, I – ионный ток, протекающий через мембрану 
волокна единичной длины, и является функционалом от потенциала  txj , , т.е. зависит от 
времени t, координата x . 

При одновременном прохождении нервного импульса по двум волокнам описывает-
ся системой двух уравнений: 
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где 1R , 2R – продольные сопротивления первого и второго волокон, 3R – продольное со-

противление внешней среды, 323121 RRRRRR  , 1I , 2I – ионные токи. 

Постановка одномерной обобщенной обратной параболической задачи. 
Математическая модель процесса распространения импульса по аксону (по нервному 

волокну) параболическим уравнением [4, 5] (см. также формулы (1)-(3)): 

      
     

 lx

txu
txu

x

xr
txuxC

m
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a
tm 

,
,

2
, ''  ,   2,  Rtx , (4) 

где  xCm – емкость на единицу площади мембраны,  xra – радиус нервного волокна,   

 xm ,  xa – удельное сопротивление плазмы и нервного волокна, l – толщина мембра-

ны,  txu , – внутриклеточный потенциал действий, индексы a  и m – означают индексы 
аксоны (нервного волокна) и мембраны соответственно. 

Для решения прямой задачи уравнения (4) задаем начальное и граничное условие 
следующего вида: 

   0,
0


t
txu ,        ttrthtxu

xx 201000
,  


, Rt , (5) 

где 0h , 0r , 0 – заданные положительные числа,  t – тета-функция Хевисайда, 

   ttt  1 ,    .
2

2

2 t
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Начальное условие (5) означает, что нервное волокно до некоторого времени 0t
находится в положении покоя, и начиная  с времени 0t задается определенное напряже-
ние, и процесс распространения импульса начинается по нервному волокну. 

Граничное условие (5) означает, что начиная c времени 0t  задается источник 
напряжение с силами 0h , 0r , 0 . 

Для определения неизвестных коэффициентов  xCm  или  xra  или  xa  задаем до-

полнительную информацию  в виде: 

    tgtxu
x


0

, ,  Tt ,0  (6) 

где T – положительное постоянное время.  
Одномерная обобщенная обратная задача параболического типа (4) - (6) заключается 

в определении функций:  xCm  или  xra  или  xa , а также функцию  txu , . 

Постановка одномерной обобщенной обратной гиперболической задачи 
Используя методики С.И. Кабанихина [6] (преобразование Лапласа), из задачи (4) - 

(5) получим задачу уравнения гиперболического типа: 
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где  t – дельта-функция Дирака, 0h , 0r , 0p – заданные положительные числа. Решение 

этих задач   txu ,   и   txV ,  связано следующим интегралом 

           
 


0 0

,,,,,  dtGxVdtGxVtxu tttt ,  (9) 

где ),( tG – функция Грина,     te
t

tG 4

2

1
,




  . 

Здесь для определения неизвестных параметров дополнительная информация будет  

 
   tftxV

x


0
,

,  Tt ,0 , (10) 

где        



0

,  dtGgtf tt ,     ,tG – функция Грина. 

Одномерная обобщенная обратная гиперболическая задача заключается в определе-
нии функции  txV , , а также неизвестных коэффициентов  xCm  или  xra  или  xa  из 

задачи (7), (8), (10). 
Пусть относительно параметров уравнения выполнено следующее условие 

  xCm ,  xra ,   0xa , (11) 

где      RCxCm
6

0 ,     00' xmC ,   210 MxCM m  ,   32 MxC
Cm  . 

1M , 2M , 3M – положительно-постоянные. 
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Обозначим   через     
   xxC

xr
xC

am

a




2
2 , тогда уравнение (7) будет 
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Выпрямляем характеристики, используя метод выпрямления характеристики, т.е. 
введем новую переменную 
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Введем также новые функции  
    xCxZC  ,    xZm m  ,     xCxZCm m ,     txVtxZU ,,  , 

Проведем некоторые выкладки 
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Подставляя полученные выкладки в уравнение, получим 
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а начальное и граничное условие имеет вид  

            ttrthCtZUtZU
ZZt 10000

'
0 0,,0,  

 ,                          (14) 

Дополнительная информация имеет вид 
   tftZU , ,  Tt ,0 .                                                        (15) 

Обратная задача (13) – (15) заключается в определении функции   ZС  и  tZU ,  при 

известных    коэффициентах   Zm , l . 

Определив  функцию  ZC  из формулы 

   
   ZZC

Zra
ZC

am 2
                                                            (16) 

можем определить один из этих коэффициентов, т.е.  Zra  или   ZCm  или   Za . 

Из принципа конечной зависимости области решения гиперболических задач от об-
ласти определения его коэффициентов и от начальных граничных  условий , а также про-
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должая все входящие функции в уравнении четным образом на полупространство 
 0,  ZRZR , задачу можно рассматривать в области: 
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Представим теперь решение прямой задачи (13) - (14) в виде  
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здесь   tZU ,
~

– непрерывная функция, т.е. выделим особенности решения задачи (13)-(14) 
по разработанному  методу   В.Г.Романова  [7]. 

Вычитаем каждый производной: 
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Подставляя все эти производные в уравнении (13), имеем: 
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ZZZZZ
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~
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~
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~





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



 

После сокращения собираем члены при одинаковых  t ,  t ,  t1  и приравниваем 
их к нулю: 

 Zt  :     
    02

'
'  ZS

ZC

ZC
ZS Z

Z , 

 Zt  :      
     

          0
1

2
'

'
'

'''  ZS
lZmZCm

ZR
ZC

ZC
ZS

ZC

ZC
ZRZS Z

Z
ZZZ 

 

 Zt 1 :    
          .0

1'
'

'' 


 ZR
lZmZCm

ZR
ZC

ZC
ZR Z

Z
ZZ 

 

Из первого уравнения имеем 
 
 

 
 ZC

ZC

ZS

ZSZ
''

2

1
 ,    ZCZS lnln  ,    ZCZS  , 

     
   ZCmZa

Zra
ZCZS


 , 

 
     ZS

ZCmZa

Zra 2


.                                                         (18) 
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Учитывая (17) и  связь   xS   и   ZC  из (13) - (15),  имеем 

   
     

       ,,,
,

,2, '
'

'''' TtZ
lZmZCm

tZU
tZU

ZS

ZS
UtZU ZZZtt 


                         (19) 

   ZStZU Zt  , ,  ,2,0 TZ                                                 (20) 

   tftZU Z 0, ,      .,0 Tt                                                   (21) 

Задача (19) - (21) является одномерной регулярной обратной задачей с данными на 
характеристиках и заключается в определении функции  ZS  и  tZU , . 

Определив функцию из (19) - (21), мы по формуле (18) можем определить неизвест-
ную функцию: 

       ZCmZaZSZra  2 ,                                                    (22) 

или           ZCmZSZraZa  2/ ,                                              (23) 
 

Конечно - разностное решение обратной задачи (19) - (21) с данными на характери-
стиках. 

 
Введем сеточную область: 

 






 

N

T
hNkktNiihxT kih  ,2,0,;,0, ,                          (24) 

,h - шаги сетки по tx,  и   h . 
Запишем разностный аналог дифференциальной обратной задачи (19) - (21), исполь-

зуя сеточные обозначения [8], при этом отбрасываем малые члены. 

   Ttx
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hS

SS
UU hki

ii

k
i

k
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





 
 

,
11 ,2


,                            (25) 

NiSU i
i
i ,0,  ,                                                                    (26) 

kk fU 0 ,    Nk 2,0 .                                                                   (27) 

Если ввести обозначения   
lmCm

U
UU

hS

SS

ii

k
ik

i
k
i

i

iik
i 




 


1
12 , то из уравнения (25) 

имеем  
k
i

k
i

k
i

k
i

k
i hUUUU  


 21

11
1 .                                                       (28) 

Используя рекурентную формулу [9,10], мы можем получить разностный аналог ин-
тегральной формулы Даламбера второго порядка: 


 


 




k

p

p

M

M
pMki

kikik
i h

UU
U

1 1
2

2
0

1
0

11

2
.                                            (29) 

Теорема. Пусть решение дифференциальной задачи (19) - (20) существует и выпол-
нены условия (11) - (12) и     TCtxU  4, . 

Тогда приближенное решение обратной задачи (25) - (27), построенной конечно-
разностным методом, сходится к точному решению обратной задачи (19)  - (21) со скоро-
стью порядка  hO  и имеет оценку 
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  











lRMCM
h

S

S
hOU k 1

2exp 21 ,                                                   (30) 

где  1kU , SS , , ,CM  RM – верхние и нижние нормы функций iii
k
i mCmSU ,,, . 

Доказательство теоремы можно произвести по методике  [11]. 
Определяя сеточную функцию iS  из (25) - (27), определяем и сеточные функции: 

NiCmaSra iiii ,0,2   ,                                                         (31) 

или      NiCmSraa iiii ,0,2  ,                                                   (32) 

или      NiaSraCm iiii ,0,2   ,                                                  (33) 

Из формулы (31) - (33), переходя к старому переменному x , методика перехода опи-

сана в работе [11], находим старые разностные функции  iar  или  imC ,  ia , Ni ,0 , 

т.е. неизвестные коэффициенты одномерной обобщенной обратной гиперболической зада-
чи (7) - (9).  

Из эквивалентности обратных задач (19) - (21) и (7) - (9), из разностной  tZU ,  реше-

ние прямой задачи (19) - (20), переходя к старому переменному x , т.е. из k
iU  к k

iV  нахо-

дим разностное решение обобщенной прямой задачи (7) - (8). 
Так как одномерная обобщенная обратная гиперболическая задача (7)-(9) эквивален-

та к одномерной обобщенной обратной параболической задаче (4) - (6), то неизвестные 
коэффициенты обратной задачи (7) - (9),  iar  или  imC  или  ia , Ni ,0  являются и 

неизвестными коэффициентами обобщенной одномерной обратной задачи параболическо-
го типа (4) - (6). 

Вывод. Доказана теорема о сходимости конечно-разностного решения одномерной 
обобщенной обратной задачи распространения потенциала действий по нервному волокну 
к точному решению указанной задачи. 
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