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ТОПОЛОГИЧЕСКАЯ ГРУБОСТЬ СИНЕРГЕТИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

Рассматриваются основные положения метода исследования грубости динамических систем, основан-
ного на понятии грубости по Андронову-Понтрягину и именуемого «методом топологической грубо-
сти». Приведены определения понятий «максимальной грубости» и «минимальной негрубости» дина-
мических систем. Сформулированы соответствующие теоремы о необходимых и достаточных услови-
ях достижимости максимальной грубости и минимальной негрубости, а также возникновения бифур-
каций топологических структур динамических систем, которые были доказаны в работах автора, при-
веденных в списке литературы.   Метод позволяет управлять грубостью систем управления на основе 
теоремы, сформулированной с использованием матричного уравнения Сильвестра. Метод может быть 
использован для исследований грубости и бифуркаций динамических систем, а также синергетиче-
ских систем и хаоса различной физической природы. В работах автора метод апробирован на приме-
рах многих синергетических систем, таких, как аттракторы Лоренца и Рёсслера, систем Белоусова-
Жаботинского, Чуа, «хищник-жертва», Хенона, бифуркации Хопфа, экономических систем Калдора и 
Шумпетера и др. Приложения метода проиллюстрированы на примере синергетической системы Чуа. 
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Введение. Проблемам  исследования  грубости динамических систем, оценки ро-
бастности и синтеза грубых (робастных) систем управления уделяется большое внимание 
в современной теории динамических систем и теории управления [1-4]. 

В теории динамических систем существуют два различных подхода к проблеме гру-
бости: 1) на основе понятия грубости по Пейксото, или иначе «структурной устойчиво-
сти»; 2) на основе понятия грубости по Андронову - Понтрягину, когда в отличие от 
предыдущего требуется ε–близость исходной и возмущенного гомеоморфизмов [1, 2, 5]. 

В работе [6] на базе понятия грубости по Андронову- Понтрягину  были заложены 
основы «метода топологической грубости», который позволяет исследовать грубость и 
бифуркации динамических систем различной природы, в частности синергетических си-
стем, а также синтезировать грубые (робастные) системы управления [7].  

В данной статье представлены основные положения «метода топологической грубо-
сти», разработанного автором, а также приложения этого метода к синергетической систе-
ме Чуа [8]. 

Основы метода. В классической постановке вопросы грубости и бифуркаций систем 
были поставлены еще на заре становления топологии как нового научного направления 
математики великим французским ученым А. Пуанкаре [9], в частности, термин  «бифур-
кация» впервые введен им и означает дословно «раздвоение», или иначе от решений урав-
нений динамических систем ответвляются новые решения. «Грубость» динамических си-
стем при этом определяется как свойство систем сохранять качественную картину разбие-
ния фазового пространства на траектории при малом возмущении топологий при рассмот-
рении близких по виду уравнений систем. 
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В современной терминологии  «бифуркация» употребляется как название любого 
скачкообразного изменения, происходящего при плавном изменении параметров в любой 
системе. Таким образом, бифуркация означает переход между пространствами грубых си-
стем. 

Переход между грубыми системами осуществляется через негрубые области (про-
странства). Многие основополагающие результаты в теории грубости и бифуркации полу-
чены А.А. Андроновым и его школой [1, 2].  

В работе [1] впервые дано понятие грубости и сформулированы качественные крите-
рии грубости, которое впоследствии названо понятием грубости по Андронову-
Понтрягину [2].  

В многомерной постановке рассматривается динамическая система (ДС) n-го порядка 
 �̇�(𝑡) = 𝐹(𝑧(𝑡),  (1) 

где  nRtz )( – вектор фазовых координат,  nF мерная дифференцируемая вектор-
функция. 

Система (1) называется топологически грубой по Андронову- Понтрягину в некото-
рой области G, если исходная система и возмущенная система, определенная в подобласти 

G
~

, области G: 

 �̇̃� = 𝐹(�̃�) + 𝑓(�̃�), (2) 
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иначе разбиение областей D
~

и D  траекториями систем (2) и (1)   – тождественны 
(имеют одинаковые топологические структуры с траекториями близкими до ε). 

Если (3) не выполняется, то система (1) негруба по Андронову-Понтрягину. 
Топологическая структура динамических систем определяется особыми траектория-

ми и многообразиями типа особых точек, особых линий (сепаратрис), замкнутых (перио-
дических) траекторий, притягивающих многообразий (аттракторов). 

В работе [6]  на основе понятия грубости по Андронову-Понтрягину предложены ос-
новы «метода топологической грубости» с использованием меры грубости в виде числа 
обусловленности С{М} – нормированной матрицы М, приведения системы каноническому  
диагональному  (квазидиагональному) виду в особых точках фазового пространства. Здесь 
же впервые  введено понятие максимальной грубости и минимальной негрубости на отно-
шениях пары  и  . 

Определение 1. Грубая в области G система (1) называется максимально грубой на 
множестве топологически тождественных друг другу систем N, если величина δ – близо-
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сти систем (1) и (2), приводящая к ε-тождественности, будет (для каждого ε>0) макси-
мальна. 

Определение 2. Негрубая в области G система (1) называется минимально негрубой 
на множестве топологически тождественных друг другу систем N, если величина ε-
тождественности систем (1) и (2), при которой еще выполняется условие грубости, бу-
дет (для каждого δ>0) минимальна. 

Условие достижимости максимальной грубости и минимальной негрубости в окрест-
ности особых точек фазового пространства определяется следующей теоремой, доказан-
ной в работе [6]. 

Теорема 1. Для того чтобы динамическая система в окрестности гиперболической 
особой точки (z0 ) была максимальна грубой, а в окрестности негиперболической –
минимально негрубой, необходимо и достаточно иметь: 

 M* = argmin C{M},                                                  

где М – матрица приведения линейной части А системы (1) в особой точке (z0 ) к диаго-
нальному (квазидиагональному) базису, C{M} – число обусловленности матрицы М. 

Замечание 1. Как следует из определений 1 и 2, а также теоремы 1, существуют и 
минимально грубые, и максимально негрубые системы, для которых C{M} = ∞. Иначе 
множество грубых и негрубых систем образуют непрерывные множества со значениями 
C{M} от 1 до ∞.  При этом   системами с  C{M}} = ∞ будут системы с жордановой ква-
зидиагональной  формой матриц линейного приближения А. 

Очевидно, число обусловленности C{M} как меру грубости можно использовать для 
кусочно-гладких динамических систем, рассматривая совокупную грубость по областям 
гладкости системы, если особые точки  не находятся на границе этих областей. Следует 
отметить, что для негладких систем, используя какую-либо обобщенную производную из 
негладкого анализа при определении матрицы линейной части, можно обобщить эту меру 
грубости. 

Теоретические результаты «метода топологической грубости», полученные в работах 
[6-8], позволяют управлять грубостью синергетических систем, в соответствии с теоремой, 
доказанной в работе [6].  

Рассматривается система 

 �̇� = 𝑄(𝑧, 𝑢), (4) 

где nRz ,  rRu – соответственно вектора фазовых координат и управлений системы,  
)(Q – n – мерная нелинейная дифференцируемая вектор-функция. 

Возможности управления грубостью определяются условиями следующей теоремы. 
Теорема 2. Для того, чтобы в управляемой динамической системе (4), описываемой 

в n-мерном фазовом пространстве с помощью матриц линейного приближения A, B соот-
ветственно для фазовых координат и управлений, существовало управление  u (t) , обеспе-
чивающее  в окрестности соответствующей особой точки замкнутой системы макси-
мальную грубость или минимальную негрубость, необходимо и достаточно, чтобы вы-
полнялись условия невырожденной разрешимости матричного уравнения Сильвестра.  

Управление Utuu  )(  ищется в классе систем с обратной связью ,Kxu   такое, 
что матрица замкнутой системы F = A – BK, вблизи особых траекторий, в частности осо-
бых точек, удовлетворяет условиям 

 G(F) = G (Г),        М Г – А М = - ВН,       К = Н М -1, 
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где ГR nxn –диагональная (квазидиагональная) матрица состояния канонической модели, 
НRmxn –  матрица, задаваемая произвольно с ограничением на наблюдаемость пары (Г, 
Н), АRnxn , BRnxm –  матрицы координат и управления; 

Вблизи особой точки: 

 𝐹(𝑧) = 0,    �̇� = 𝐴𝑧 + 𝐵𝑢, 

управление Utuu  )(  синтезируется так, чтобы достичь требуемого значения показателя 
С{М}, используя какие-либо методы нелинейного программирования [10].  

Метод топологической грубости также позволяет определять бифуркации динамиче-
ских систем на основе критериев, разработанных в работах [6-8]. Более того, метод пред-
ставляет возможности прогнозирования бифуркаций, а также управления параметрами 
бифуркаций [11]. 

Теорема 3.  Для того чтобы в области G многомерной (n>2) ДС при значении пара-

метра q = q*,  qRp возникла какая-нибудь бифуркация топологической структуры, 
необходимо и достаточно, чтобы: 

- либо 1), в рассматриваемой области G, ДС существуют негиперболические (негру-
бые) особые точки (ОТ), или орбитально-неустойчивые предельные циклы (ПЦ), для ко-
торых имеет место равенство 

 
   ,)(min)(

1

qMCqMC
p

i
i



 
(5) 

где р – количество ОТ или ПЦ в области G, 
- либо 2), в области G  ДС  имеются какие-либо грубые ОТ или ПЦ, для которых вы-

полняется условие 

   .)( qMC  (6) 

Замечание 2. Тип бифуркации зависит, во-первых, от того, какое из условий (5) или 
(6) выполняется, во-вторых, от того, какая особая траектория – ОТ или ПЦ, удовлетво-
ряет этим условиям. Так, например, хаотические колебания («странные аттракторы»), 
возникающие из-за потери симметрии, происходят, когда условию (5) удовлетворяют ОТ, 
а хаотические колебания, возникающие через последовательности бифуркаций удвоения 
периода, происходят в том случае, когда условию (5) отвечают ПЦ.  

Синергетика. В современной науке возрастает интерес к ее объединяющим направ-
лениям, рассматривающим явления природы и общества, живой и неживой природы с 
единых точек зрения в зависимости от проявляемых ими свойств и характеристик. К од-
ному из таких направлений науки относится синергетика, которая занимается самооргани-
зующимися процессами, явлениями и системами [12 – 14]. 

Синергетика в настоящее время вторгается во все области науки, начиная с есте-
ственных наук – физики, химии, биологии, геологии, геофизики и кончая неточными обла-
стями наук, такими, как экономика, социология, психология, философия, распознавание 
образов, а также в области техники и технологий [7, 8, 12-20].  

При исследовании и управлении синергетическими системами важнейшее значение 
имеют вопросы грубости и бифуркаций. Одним из методов в изучении свойств грубости и 
бифуркаций синергетических систем, а также управления этими свойствами служит «ме-
тод топологической грубости», основы которого изложены выше. 
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Далее в работе возможности метода проиллюстрированы на примере широко извест-
ной синергетической системы Чуа [18].  

Иллюстрация приложений метода к синергетической системе Чуа 
Система (цепь) Чуа [18].  
Как известно, система Чуа представляет собой электронную цепь с одним нелиней-

ным элементом, которая способна генерировать разнообразные, в частности, хаотические 
колебания.  

Система Чуа описывается уравнениями: 

 ẋ = p (y – f(x) ) , ẏ = x – y + z , ż = - q y , (7) 

где f (x) = M1 x + 0.5 (M1 – M0)( | x + 1 | - | x – 1 | ) . 

При  p = 9, q = 14.3, M1 = - 6 / 7, M0 = 5 / 7 в системе (7) наблюдаются хаотические 

колебания. 
В данном случае три особые точки (ОТ): ОТ1 (0,0,0); ОТ2,3(±11 / 6, 0, 11 / 6 ) . 

Исследованиями установлены (см. рисунок), что хаотические движения обнаружи-
ваются при значениях  q:  - 1.034 < q < - 0.49 , а при  q = - 3.8  и q = 1.05 наблюдается мак-
симальная грубость движений в системе (7). 
Заключение. Рассмотренные в данной статье основные положения «метода топологиче-
ской грубости», разработанного автором на базе понятия грубости по Андронову-
Понтрягину, являются методом количественного исследования грубости и бифуркаций 
динамических систем самого широкого класса и различной физической природы. Возмож-
ности метода для исследований грубости и бифуркаций систем показаны на примере си-
нергетической системы Чуа, но в работах автора [7, 8] и др. метод апробирован для 

 
Рисунок – Зависимость  C{M} от параметра  q  в системе Чуа. 

исследований синергетических систем Лоренца, Рёсслера, «хищник-жертва», динамо Ри-
китаке, отображений Хенона, бифуркаций Хопфа, моделях экономических систем типа 
Шумпетера и Калдора и др. При этом результаты метода, полученные на вышеперечис-
ленных системах, согласуются с известными результатами других исследователей этих 
систем. Отметим, что метод может быть использован для исследований как других синер-
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гетических систем и хаоса в этих системах, так и для исследований динамических систем 
более широкого класса, в частности, при исследованиях колебательных систем и бифурка-
ций Хопфа, а также аттракторов дискретных отображений [7, 8, 12 - 20]. 
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