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Рассматривается алгебраический метод исследований робастной устойчивости непрерывных и дис-
кретных интервальных динамических систем, а также метод эллипсоидных оценок качества много-
мерных систем управления. Как известно, основоположником алгебраического направления исследо-
ваний робастности интервальных систем является российский, советский ученый В.Л. Харитонов.  Им 
было установлено, что для устойчивости интервального полинома необходима и достаточна устойчи-
вость лишь четырех угловых полиномов семейства, которые теперь носят название полиномов Хари-
тонова. В данной работе представлены оригинальные результаты, полученные для исследования 
устойчивости непрерывных и дискретных линейных интервальных динамических систем, названные 
алгебраическим методом робастной устойчивости. Приведены основные результаты рассматриваемо-
го метода для интервальных систем как в непрерывном, так и в дискретном времени.  В случае дис-
кретных систем получен дискретный аналог теоремы Харитонова. Для исследования качественных 
свойств многомерных систем управления предложены эллипсоидные оценки качества, основанные на 
мажорантных и минорантных оценках сингулярных чисел, соответствующих критериальным матри-
цам этих свойств. Вычислительный аппарат определения эллипсоидных оценок построен на базе син-
гулярного разложения матриц с использованием стандартных SVD-процедур разложения матриц. 
Приведены базовые концепции метода эллипсоидных оценок. 
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Введение. Вопросам робастности и грубости динамических систем в современной 
науке уделяется все больше внимания [1 - 9]. Интерес, который привлекает проблемы ро-
бастности и грубости в различных областях науки и техники, связан с тем, что эти понятия 
относятся к важнейшим свойствам систем, рассматриваемым при их реальном функциони-
ровании. 

Что касается непосредственно систем управления, то в настоящее время наиболее 
рассмотрены и решены вопросы робастной устойчивости, что связано прежде всего с ос-
новополагающими результатами В.Л. Харитонова, в которых решены вопросы робастной 
устойчивости для интервальных полиномов [10]. 

К настоящему времени недостаточно рассмотрены вопросы построения робастных и 
грубых нелинейных систем управления. При этом для инженерных применений следует 
отметить, что на практике модели и параметры возмущений могут быть не только извест-
ны, но и неопределены [11-13]. 

В теории робастной устойчивости решены многие задачи, это прежде всего реберная 
теорема и дискретные аналоги и варианты теорем Харитонова. Советскими и российскими 
учеными – Я.З. Цыпкиным, Б.Т. Поляком, Ю.И. Неймарком – разработаны частотные кри-
терии робастной устойчивости типа Михайлова, Найквиста, D –разбиения [8, 14-16].  

В алгебраическом направлении исследований робастности систем управления полу-
чены оригинальные результаты касательно не только свойства устойчивости, но и других 
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свойств качества систем (быстродействия, перерегулирования, точности и др.), которые 
основаны на использовании модальных оценок качества процессов, в современной терми-
нологии именуемые эллипсоидными оценками [17-19]. 

В настоящей работе рассматривается алгебраический метод исследования робастно-
сти как непрерывных, так и дискретных интервальных динамических систем, основы ко-
торых заложены в работах [17-22]. При этом ввиду ограниченности объема работы вопро-
сы эллипсоидных оценок представлены базовыми концепциями. 

I. Алгебраический метод робастной устойчивости. Рассматриваются  линейные 
динамические системы порядка n, 

непрерывная 

 𝐱̇(𝑡) = 𝐀𝐱(𝑡), 𝐱(𝑡଴) = 𝐱଴, (1) 

и дискретная 

 ,...,3,2,1),()1(  mmm Axx  (2) 

где  )(txx Rn, )(mx – вектора состояния, A  Rnxn – интервальная матрица с элементами 

njiaij ,1,,  , представляющие интервальные величины ],[ ijijij aaa    с угловыми значени-

ями ijijijij aaaa ,, . 

Требуется определить условия робастной устойчивости систем (1) и (2).   
Непрерывные системы. В базовых для рассматриваемого метода работах [21, 22] 

получены результаты в виде строго доказанных теоремы 1 и леммы к ней о робастной 
устойчивости системы (1) по условиям гурвицевости четырех  угловых полиномов Хари-
тонова, составленным по последовательным сепаратным угловым коэффициентам 

),1,,(, nibbb iii   характеристических полиномов системы (1):  

 0...)( 1
1  

n
nn bbf  . (3) 

Приведем эти теорему 1 и лемму. 
Теорема 1. Для того чтобы положение равновесия x=0 системы (1) было асимптоти-

чески устойчиво при всех DA или  чтобы интервальная матрица A была устойчива, 
необходимо и достаточно, чтобы были гурвицевы все четыре угловые полиномы Харито-
нова, составленные по последовательным сепаратным угловым коэффициентам 

),1,,(, nibbb iii   характеристических полиномов (3) системы (1). 

Данная теорема доказана на основе следующей леммы. 

Лемма. Сепаратные угловые коэффициенты ),1,,(, nibbb iii   образуются как соот-

ветствующие коэффициенты полиномов (3), либо при угловых значениях элементов 

,,1,, njiaij   матрицы A, либо при нулевых значениях некоторых элементов (если интер-

вал принадлежности включает нуль).  

Как нетрудно видеть из леммы, для нахождения коэффициентов ),1,,(, nibbb iii  , в 

общем случае необходимо применение оптимизационных методов нелинейного програм-
мирования.  

К теореме 1, доказательство которой приведено в приложениях работ [21], необхо-
димо сделать следующее уточняющее замечание. 
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Замечание. Из основного аргумента доказательства теоремы 1, связанного с наличи-
ем четырех угловых полиномов Харитонова, следует, что при отсутствии полного множе-
ства (набора) из четырех угловых полиномов  условия  теоремы 1 необходимы, но могут 
быть недостаточны для устойчивости системы (1). 

Случай, соответствующий приведенному замечанию, может возникнуть тогда, когда 
сепаратные угловые коэффициенты полиномов (3) взаимосвязаны и в итоге сужают набор 
угловых коэффициентов до количества менее четырех. 

Справедливость доказанной теоремы 1 подтверждается аннулированием известных 
контрпримеров к теореме Биаласа [19, 23]. 

Теорема 1 и лемма позволяют решить задачу о реберной гипотезе для многогранни-
ков матриц [3, 19]. 

Противоречия в реберной гипотезе [3] разрешены на основе следующей реберной 
теоремы 2, доказанной в работе [21]. 

Теорема 2. Для устойчивости многогранника матриц P необходимо и достаточно, 
чтобы выпуклые ребра P были устойчивы, т.е. матрица 

 ji ss PP 21 
, (4) 

устойчива при любых ]1,0[],0.1[,,1, 21  ssmji . 

В данном случае многогранник матриц P представлен в виде: 









  
 
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i
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iiiii

m

i
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1
221121 1,,1,0:,: PPPPPPPP

 (5) 

Справедливость теоремы 2 также подтверждается аннулированием всех известных 
контрпримеров из работы [24]. 

Дискретные системы. Как известно, публикация работы [10] дала импульс для по-
иска многими исследователями дискретных аналогов теорем Харитонова [3, 7, 22, 25-27]. 
Так, в работе [3]  указано, что «дискретный вариант харитоновского условия четырех мно-
гочленов отсутствует». Но здесь же отмечается, что в настоящее время получены [25]  
дискретные аналоги слабой и сильной теорем Харитонова. Но эти аналоги теорем Харито-
нова имеют определенные ограничения, накладываемые на интервальные области коэф-
фициентов  [3] . Эти ограничения были сняты в работах  [22, 27] , где получены аналоги 
теорем Харитонова с использованием теоремы Шура  [28]. Также в  [22, 27]  сформулиро-
ваны теоремы, являющиеся дискретными аналогами результатов работы [10] по интер-
вальным матрицам и многогранникам матриц.  

Далее рассматривается обобщение результатов, полученных в работе [22],  с учетом 
выводов, приведенных выше, для непрерывных систем.        

Для дискретных систем, используя   z - преобразование, получаем интервальный ха-
рактеристический полином 

 
.],,[,)det()(

0
iiiii

n

i

in
i bbbbbzbzzf  



AI
 (6) 

Для определения условий устойчивости воспользуемся теоремой Шура  [28] , т.е.  
условиями вида 

 0b ,nb
 (7) 
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для последовательности полиномов, определяемых рекуррентными соотношениями   

 
    ,/)/1()()(,...,/)/1()()( 1

,,010 zzzfbzfbzfzzzfbzfbzf n
iiniii

n
ni


   (8) 

где ini bb ,,0 , – соответственно старший и младший коэффициенты i-го )2,1(  ni ) полино-

ма ).(zf i  

Определение 1. Точками перемежаемости для коэффициентов nibi ,0,   будем 

называть  точки на действительной оси, в которых происходят переходы корней полинома 
(6), через единичную окружность на плоскости корней, а интервалами перемежаемости – 
соответственно интервалы, в которых корни находятся либо внутри, либо вне единичного 
круга.  

В работах [19, 22] сформулированы основные результаты по определению условий 
робастной устойчивости дискретных интервальных систем.  

Справедливость результатов [21, 22] относительно аналога сильной теоремы Харито-
нова продемонстрирована на известных контрпримерах из [3, 25, 26] и др. 

Алгоритм определения робастной устойчивости дискретных интервальных динами-
ческих систем будет следующим. 

1. Пользуясь формулами леммы к теореме 1 [22], оптимизацией по элементам 

  njiaaa ijijij ,1,,,,  , интервальной матрицы A, находятся сепаратные угловые ко-

эффициенты    nibbb iii ,0,,  , интервального характеристического полинома (6).  

2. Определяются четыре полинома Харитонова, соответствующие интервальному 
полиному (6) 

  };...,,,,,{:)(;...,,,,,:)( 432102432101 bbbbbzfbbbbbzf  

  };...,,,,,{:)(;...,,,,,:)( 432104432103 bbbbbzfbbbbbzf  

3. Составляются n-неравенства вида (П.2), указанные в Приложении работы [22]. 

4.Относительно каждого коэффициента nibi ,0,  , считая остальные коэффициенты 

фиксированными, последовательно находятся точки перемежаемости для всех четырех 
полиномов Харитонова и по всем n- неравенствам (см. п.3), начиная с меньших порядков. 

5. Если все точки перемежаемости по всем коэффициентам nibi ,0,  , не принадле-

жат заданным интервалам, то исходный полином (система) устойчив в противном случае  
неустойчив. 

II.Эллипсоидные оценки качества многомерных систем управления с интер-
вальными параметрами. Как известно, основные показатели качества такие, как время 
переходного процесса, перерегулирование, коэффициенты ошибки, добротности, показа-
тель колебательности, дисперсия ошибки выходной величины, полосы пропускания на 
уровне заданных значений частотных характеристик и спектральных плотностей и др. 
сформулированы в теории и практике одномерных систем. Логично желание перенесения 
этих показателей на случай многомерных систем. Однако в случае многомерных систем 
возникают проблемы, связанные со структурой пространства оператора, реализуемого 
многомерной системой.  Использование показателей качества систем, разработанных в 
теории одномерных систем, может быть осуществлено только путем скаляризации вектор-
ных процессов [17]. Простейшим способом скаляризации является использование их норм. 
Однако при таком способе скаляризации может быть упущен учет специфики многомер-
ных процессов. В этой связи авторы предпочли использование аппарата эллипсоидных 
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оценок качества, который в рамках предлагаемого ниже подхода приводит к мажорантной 
и минорантной оценкам основных показателей многомерных процессов, используемых в 
теории одномерных систем [ 17, 18]. При этом даже в одномерном случае часть показате-
лей носит явно мажорантный и минорантный характеры, порождаемые отношениями по-
рядка типа “не больше” и “не меньше”. Очевидно, для случая интервальных многомерных 
систем все эти показатели будут носить интервальный характер. 

Матричные способы описания динамики и алгебраические методы исследования 
обусловили в последнее время широкое использование сингулярного разложения матриц в 
теории многомерных систем [17, 18, 29, 30]. Сингулярное разложение матриц является 
эффективным аппаратом линейной алгебры, а с появлением SVD-процедуры стало мощ-
ным вычислительным средством для решения задач, связанных с матрицами [29, 31-34]. 
Интерес к сингулярному разложению вызван связью сингулярных чисел с нормами мат-
риц, свойствами матричных компонентов разложения, а также возможностью использова-
ния информации, заложенной в компонентах сингулярного разложения в задачах анализа и 
синтеза систем управления. Таким образом, сформировалось направление в теории много-
мерных систем, основанное на SVD-подходе.  

Использование в качестве инструментария SVD-разложения матриц позволило вве-
сти в рассмотрение скалярные показатели качества векторных процессов в многомерных 
системах, аналогичных показателям качества для одномерных систем в форме мажорант и 
минорант и именуемых эллипсоидными в силу прозрачной геометрической интерпретиру-
емости в виде отображения сферы в эллипсоид. Использование свойств компонентов син-
гулярного разложения матриц в линейной алгебраической задаче позволяет определить 
условия, порождающие заданные эллипсоидные показатели качества векторных процессов 
в многомерных системах. 

Базовые концепции формирования эллипсоидных оценок. Методологическая ос-
нова эллипсоидного оценивания многомерных процессов, использующего свойства ком-
понентов сингулярного разложения матриц, опирается на систему алгебраических концеп-
ций, приведенных ниже. 

Концепция 1. Пусть задача исследования многомерных систем управления сводится 
к векторно-матричному представлению, параметризованному скаляром  

 ))χ()κ(  ( ,   , ;,kt    (9) 

где  R ,  R ;  R – некоторая критериальная матрица,  может принимать 
смысл непрерывного времени t в случае исследования непрерывных многомерных управ-
ляемых процессов и смысл дискретного времени k, выраженного в числе интервалов дис-
кретности длительностью t  так, что непрерывное время t  и дискретное k связаны соот-
ношением t = t)k в случае исследования дискретных многомерных управляемых процес-
сов,   – частота источника внешнего гармонического воздействия. Пусть матрица )(  
имеет в силу сингулярного разложения представление 

 )()V()U()( T    (10) 

где    –     диагональная матрица, имеющая на главной диагонали сингулярные 

числа матрицы )( ,  – ортогональная     матрица, столбцы которой образуют 

левый сингулярный базис матрицы )( ,  V – ортогональная     матрица, столбцы 

)U(
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которой образуют правый сингулярный базис матрицы )( . Если в (9) перейти к евкли-
довым векторным нормам, то становятся справедливыми оценочные неравенства 

 
  ),()()()( Mm , (11) 

где )(),(  Mm  – экстремальные элементы алгебраического спектра  )(    син-

гулярных чисел матрицы )( . Наибольшее и наименьшее сингулярные числа 

)(),(  mM  матрицы )(  в (9) однозначно определяют на матрице правых сингуляр-

ных векторов  V , те из них, которые на сфере   fix  отображаются в наибольшую 

и наименьшую полуоси эллипсоида, получаемого с помощью (9), причем длины этих по-
луосей   )(M  и   )(m  соответственно.  

Концепция 2. Пусть задача исследования многомерных систем управления сводится 
к векторно-матричному представлению вида (9) 

 ))χ()κ( 0(   ,    (12) 

где вектор    00   , в отличие от (9), является стационарным по  . Тогда могут 
быть записаны оценочные неравенства вида (11) 

 
  ),()0()()( Mm , (13) 

где )(),(  Mm  – экстремальные элементы алгебраического спектра  )(   сингуляр-

ных чисел матрицы )( (4), однозначно определяющие на матрице правых сингулярных 

векторов  V , те из них, которые на сфере const  )0(  отображаются в наибольшую 

и наименьшую полуоси эллипсоида с полуосями )(M  и )(m  соответственно.  

Концепция 3. Пусть задача исследования многомерных систем управления сводится к 
векторно-матричному представлению вида (9). Тогда в евклидовых векторных нормах спра-
ведлива эквивалентная форма записи неравенства (11) 

 
  ,)()()()()( Mm . (14) 

Концепция 4. Пусть задача исследования многомерных систем управления сводится к 
векторно-матричному представлению вида (12). Тогда в евклидовых векторных нормах спра-
ведлива эквивалентная форма записи неравенства (13) 

 
  ,)0()()()0()( Mm . (15) 

Концепция 5. Если матрица )(  в (9), (12) представима в одной из форм 

)()(  R ,  )()(  N , )()()(  RN  , (16) 

где )(),(  NR  – матрицы из класса ортогональных или унитарных, тогда становятся  ста-
ционарными по   оценочные неравенства (11) для задачи (9) 

 
  ,)()( Mm  (17) 

и оценочные неравенства (13) для задачи (12) 
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  ,)0()( Mm  (18) 

где Mm  ,  являются экстремальными элементами алгебраического спектра    сингу-

лярных чисел стационарной по   матрицы  . 
Концепция 6. Пусть задача исследования многомерных управляемых процессов, 

сведенная к (9), дополнена векторно-матричным соотношением 

 )()()(   . (19) 

Пусть при этом в задаче исследования многомерных управляемых процессов пред-
ставляет интерес изучение поведения отношения 

 
)()()( 




 (20) 

евклидовых векторных норм. Тогда в силу обобщенного отношения Релея, которое являет-
ся скалярной формой обобщенной задачи собственных значений, оказываются справедли-
выми оценочные неравенства 

 
)()()()()(   Mm  
 (21) 

где скалярные оценки )( m  и )( M  при условии, что )()(  T    невырож-

денная матрица, вычисляются для   с помощью решения обобщенного характеристиче-
ского уравнения 

   0)()()()()(det   TT

, (22) 

так что  

 
)()( 21   . (23) 

Если матрицы задачи )(  и )(  представимы в форме 

   Q )( , )()(  R , (24) 

где )(  – произвольная квадратная матрица, то оценочные неравенства (21) становятся ста-
ционарными по   и принимают вид 

 QRMQRm    )()()(
    (25) 

где экстремальные оценки )(QRm , )(QRM  вычисляются при условии, что матрица RRT  

обратима, с помощью решения обобщенного характеристического уравнения, стационар-
ного по   

   0det  QQRR TT . 

Концепция 7. Пусть в задаче исследования многомерных управляемых процессов, 
сведенной к линейной алгебраической задаче вида (1), критериальная матрица является 
матричной функцией от вектора   так, что     , . Очевидно, что если для сепа-
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ратных (частных) реализаций вектора   в     ,  перейти к евклидовым вектор-
ным нормам, то справедливы оценочные неравенства 

 
  ,)(),(),()(),( Mm  (26) 

где ),(),,(  Mm  – экстремальные элементы алгебраического спектра сингулярных 

чисел сепаратной критериальной матрицы (24). Если соотношение (26) дополнить усло-
вием принадлежности вектора   сфере const , то тогда выполняются оценочные не-

равенства 

  ,)()(~)(),()()(),()()(~
MMmm  (27) 

где )(~),(~  Mm  – экстремальные элементы алгебраического спектра сингулярных чисел 

глобальной критериальной матрицы     ,const  

Концепция 8. Относительные вариации элементов задачи (12) связаны с числом 
обусловленности   )},({C  в силу неравенства  

 
 )0()()()0()}({)(     C

 (28) 

где (*)(*)(*) 


 – относительная вариация элемента (*) задачи (12). 

Эллипсоидные показатели качества многомерных систем управления конструируют-
ся с использованием этих базовых алгебраических концепций. Если задача управления 
сведена к линейной (локально-линейной) алгебраической задаче, то авторы следовали по-
ложениям следующего определения. 

Определение 2. Экстремальные элементы алгебраического спектра сингулярных чи-
сел вида (11), (13), (14), (15), (26) и (27) соответствующих критериальных матриц    

являются скалярными оценками векторного процесса   , порожденного вектором  , 

принадлежащим некоторой сфере const  , содержательно представляют собой 

оценки качества многомерных процессов в форме эллипсоидных мажорант и минорант, а 
полученные на них стандартные показатели качества носят название эллипсоидных пока-
зателей качества. 

Использование сингулярного разложения матрицы (10) линейной алгебраической за-
дачи (9) позволяет ввести в рассмотрение тройки, составленные из экстремальных элемен-
тов алгебраического спектра сингулярных чисел и согласованных с ними элементов левого 
и правого сингулярных базисов. Эти тройки задают соответственно точные нижнюю и 
верхнюю границы, на которых скалярные неравенства (11), (13), (14), (15), (26) и (27) в 
нормах обращаются в равенства, что является методологической основой построения ми-
норирующего и мажорирующего эллипсоидных показателей качества многомерных про-
цессов, сводящихся к линейной алгебраической задаче. 

К оценкам вида (11), (13) и (14) сводятся практически все оценки качества многомер-
ных процессов при конечномерном и стохастическом воздействиях. В зависимости от кон-
струирования матрицы    в проблемной постановке можно получить различные показа-
тели качества многомерных процессов. 
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Вычисление элементов сингулярного разложения матриц, а также вычисление обоб-
щенных собственных значений осуществляется с помощью вычислительно устойчивых 
SVD, GSVD и QZ процедур, соответственно имеющихся в среде MATLAB. 

Использование возможностей SVD-разложения критериальных матриц позволяет 
решить задачи построения эллипсоидных показателей как структурных свойств объектов 
управления, таких как управляемость по состоянию, управляемость по выходу и наблюда-
емость, так и эллипсоидных показателей качества процессов в многомерных системах при 
внешнем конечномерном воздействии.  

Заключение. Алгебраический метод Харитоновского направления исследований ро-
бастной устойчивости интервальных динамических систем, рассмотренный в данной рабо-
те, является дальнейшим развитием основных результатов работ [21, 22], который позво-
ляет решать проблему робастной устойчивости при общем виде интервальной матрицы 
системы. При этом метод направлен для решения задач робастной устойчивости как для 
линейных непрерывных, так и для линейных дискретных интервальных динамических си-
стем. 

Следует отметить, что Замечание к теореме 1 существенным образом уточняет ре-
зультаты работы [21], а именно подчеркивает необходимость полного набора из четырех 
угловых полиномов Харитонова (с учетом кратности полиномов) для определения робаст-
ной устойчивости интервальных динамических систем. Также условия необходимости и 
достаточности по теореме 1 соответствуют угловым сепаратным коэффициентам, опреде-
ляемым последовательно от 1-го до n-го коэффициента характеристического полинома 
системы, которые могут быть найдены с использованием методов нелинейного програм-
мирования. 

Аппарат модальных, или в современной  терминологии эллипсоидных оценок, пред-
ставленный в данной работе базовыми концепциями, позволяет получить оценки качества 
процессов в многомерных системах, аналогичных одномерным системам, через скалярные 
мажоранты и миноранты сингулярных чисел, соответствующих критериальным матрицам 
систем как в непрерывном, так и в дискретном случаях. Вычислительные процедуры эл-
липсоидных оценок строятся на базе SVD-разложения матриц, широко практикуемых при 
исследовании алгебраических задач.  
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