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1. Введение. В данной статье приведен краткий обзор результатов исследований, 

проводимых в лаборатории «Оптимальные и цифровые системы управления» Институ-

та автоматики и информационных технологий НАН КР по разработке алгоритмов оп-

тимального и стабилизирующего управления процессами нагрева объектов, описывае-

мых уравнениями в частных (DPS) или обыкновенных производных (LPS). Рассмотре-

ны несколько видов минимизируемых критериев качества, для них по методике 

А.И. Егорова [1, 2] выведены соответствующие уравнения Беллмана. В дальнейших ис-

следованиях использованы идеи работ В.И. Зубова, Н.М. Гюнтера, М.И. Иманалиева,  

С.Н. Алексеенко, Л.С. Понтрягина, Ж.-Л. Лионса и др. [3–6]. 

Для математических моделей DPS со степенными нелинейностями предложены 

новые формы решения полученных уравнений Беллмана в виде бесконечных функцио-

нально-интегральных степенных рядов. Получены соответствующие бесконечные си-

стемы Риккати [7–9]. В период после публикации работы [7] получены следующие ре-

зультаты. В решениях полученных бесконечных систем Риккати выявлено и обоснова-

но наличие интервалов стационарности, по которым построены стабилизирующие ал-

горитмы управления с обратной связью в LPS и DPS [8, 9]. 

Далее предложен новый способ построения приближенного решения функцио-

нального уравнения Беллмана и соответствующего управления в LPS, основанный на 

методе характеристик Н. Гюнтера [3] и методе дополнительного аргумента [4, 5 и др.], 

который разрабатывается в Институте математики НАН КР. 

В работах [10, 11] в LPS на стыке методов динамического программирования 

Беллмана, метода параметризации и характеристик [3] и дополнительного аргумента  

[4, 5] для одномерной модели нагрева с излучением тепла начата разработка нового 

способа приближенного решения уравнения Беллмана и соответствующего способа 

расчета управления с обратной связью. В линейной задаче удалось увидеть явную зави-

симость управления от параметров модели и критерия качества, в том числе от желае-

мого состояния процесса. 
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Компьютерное моделирование выполнено для процессов высокотемпературного 

нагрева, для которых свойственны резкие скачки расчетной величины управления. В 

работе [12] предложен способ выбора параметров, обеспечивающих уменьшение или 

устранение резких скачков величины управления с обратной связью в одномерной мо-

дели с периодическим измерением текущего состояния процесса. 

В работах [13, 14] продолжена верификация предложенного способа расчетов, 

разработана автоматизированная неявная обратная связь в методе принципа максимума 

Л.С. Понтрягина при периодическом измерении текущего состояния управляемого 

процесса с одномерной моделью в обыкновенных производных. В перспективе, воз-

можно, предложенный в [14] способ расчетов управления будет применен для DPS. 

О связи методов принципа максимума и динамического программирования гово-

рится в работах Л.И. Розоноэра [15]. Отметим, что в книге А.А. Фельдбаума, 

А.Г. Бутковского [16] сказано, что в работах Л.И. Розоноэра впервые была установлена 

связь принципа максимума с динамическим программированием. Из методических со-

ображений в [16] приведен вывод соотношений принципа максимума Л.С. Понтрягина 

из динамического программирования Р. Беллмана. 

В книге [6] показан сложный аналитический переход между формулами управля-

ющей функции в методах принципа максимума Л.С. Понтрягина и динамического про-

граммирования Р. Беллмана.  

 

1. Скачки управления в DPS 

Пусть процесс изменения температуры в однородном тонком стержне описывает-

ся уравнением 
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Известно, что при нагреве при температуре выше 660°С поликремний начинает све-

титься, и в моделировании используется закон Стефана-Больцмана об излучении тепла 

с поверхности стержня. Граничное условие на правом конце стержня принимает вид 
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Здесь ),( xtu  – температура стержня в момент времени t  в точке « x »; функции 

)1,0()(),( 20 Lxuxq  ; Ta ,,,   – заданные постоянные; cT – температура окружающей 

среды; )(tp  – управляющая функция из класса допустимых, ),0()( 2 TLtp  ;   – посто-

янная Больцмана, коэффициент интегральной излучательной способности кремния;  

  – вспомогательный множитель. 

Под решением краевой задачи (1.1), (1.2) понимается обобщенное решение в 

смысле В.И. Плотникова, используемое в [1]. 

Минимизируемый критерий качества управления запишем в виде: 
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где 0,0,, 21   g  – заданные постоянные, 21,  не равны нулю одновременно. 

Задача 1.1. Найти синтезирующее управление )),(,()( 00 xtutptp   и соответству-

ющее решение 
1,1

2),( Wxtu   уравнения (1.1) с условиями (1.2), доставляющие мини-
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мальное значение критерию качества (1.3). 

Управление ),(0 utp  будем называть оптимальным относительно критерия (1.3). 

Решаем задачу 1.1 с помощью методики [1, 7-9]. Уравнение Беллмана имеет вид: 
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Следуя идее Р. Калмана для линейных задач в LPS, по (1.5) построим алгоритм 

управления для нелинейной задачи в DPS: 
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где ik  – стационарные значения вспомогательных функций Риккати ,2,1),( itki . 

Пример 1.1 [8, 9]. Температура вдуваемой в реактор рабочей смеси СTc

01090 , 

интервал времени управления секT 1800 , интервал периодического вдувания смеси 

8/T , желаемая температура 1150g . Получили графики, приведенные на рис. 1.1. 

Выявлены скачки величины управления а). Температура поверхности и нескольких 

прилегающих слоев резко падает до C01090 , затем возвращается в 5%-ую зону от 

C01150 . Температура центра не выходит выше 5%-ой зоны б). Такой режим вдувания 

смеси соответствует технологическим требованиям не превышать центру стержня 

верхнюю границу 5%-ой зоны. Управление )(tp  характеризует удельную мощность 

электрического тока, пропускаемого через стержень. Возникает задача уменьшить или 

устранить скачки управления. 
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Рисунок 1.1 – Управление )(tpn  а) и температура ),( jxtu  б) при периодическом 

вдувании смеси, 01090cT C  
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2. Скачки управления в LPS 

 

Пример 2.1 [10–14]. Рассмотрим модель нагрева в обыкновенных производных 
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Линеаризованное уравнение Беллмана для (2.1), (2.2) при 0,0,1  An   запи-

шем в виде  

2

2

222

2

2

1 )(),0(,)(
),(),(

gxFxSgxF
B

Q
x

xtS
Ax

t

xtS






















 .             (2.3) 

Приближенное стабилизирующее управление ))(( txp , полученное из (2.3) по методу 

характеристик и дополнительного аргумента с линеаризацией уравнения Беллмана, 

имеет вид [10,11]: 
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Рисунок 2.1 – Управление (2.4) )(tp  а) и температура (2.1) )(tx  б)  

при периодическом измерении 

 

Заключение 

 

Для задач оптимального управления процессами нагрева в LPS и DPS с тремя ти-

пами управлений ( )(tp , ),( xtp  в уравнении модели объекта, )(tp  в граничном условии) 

с полиномиальными нелинейностями предложены несколько видов минимизируемых 

критериев качества. Модифицирована форма решения уравнения Беллмана. В решени-

ях бесконечных систем Риккати выявлены интервалы стационарности, доказано, что 

эти стационарные величины являются приближениями к горизонтальным асимптотам 

решений, эти величины применены к построению приближенных стабилизирующих 

алгоритмов управлений с обратной связью. 

Разработан еще один способ решения уравнения Беллмана в одномерной LPS, ос-

нованный на методе характеристик и дополнительного аргумента. Это позволило в рас-

смотренных примерах с желаемой величиной в виде гладкой функции уменьшить или 
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устранить резкие скачки величины управления с обратной связью при измерении теку-

щего состояния объекта в высокотемпературном нагреве. 

Разработана автоматизированная обратная связь в методе принципа максимума 

Л.С. Понтрягина при периодическом измерении текущего состояния управляемого  

одномерного процесса. 
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