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УПРАВЛЯЕМОСТЬ И БЫСТРОДЕЙСТВИЕ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 

Разработан новый метод решения задачи управляемости и оптимального  быстродействия линейных 

систем с заданным краевым условием и ограничением на значения управления, в том числе и для 

случаев, когда множество, определяющее ограничения на значения управления, зависит от времени. 

Отличие предлагаемого метода от известных подходов к проблеме управляемости и оптимального 

быстродействия состоит в том, что путем построения общего решения интегрального уравнения 

Фредгольма первого рода с фиксированным параметром исходная краевая задача сводится к решению 

начальной задачи оптимального управления. Решение задачи оптимального быстродействия может 

быть получено на основе решения общей задачи управляемости. Получены необходимое и 

достаточное условия существования решения задачи управляемости и метод еѐ решения путѐм 

построения минимизирующих последовательностей. Получена оценка скорости сходимости 

минимизирующих последовательностей.  
Ключевые слова: Управляемость, оптимальное быcтродействие, интегральное 

уравнение, оптимальное управление, минимизирующие последовательности. 

 

Введение 

Постановка задачи управляемости для линейных систем без ограничения на 

значения управления приведена в [1]. Решение задачи управляемости с привлечением l -

проблемы моментов рассмотрено в [2]. Отдельные вопросы управляемости: с 

минимальной размерностью управления, с малым параметром, последействием приведены 

в [3,4]. Проблемы построения позиционного управления, геометрическая интерпретация 

управляемости, связь между управляемостью и стабилизацией рассмотрены в [5,6,7,8]. 

Следует отметить, что в работах [1-8] исследованы также случаи общей задачи 

управляемости без ограничений на значения управления и без учета фазовых и 

интегральных ограничений.  

Возникшая от потребности практики задача оптимального быстродействия 

исследована в работе [9] на основе принципа максимума. В работах [10-13] рассмотрены 

задачи оптимального быстродействия при ограничениях на фазовые координаты, в 

условиях неопределенности и для частных задач с применением принципа максимума. 

Заметим, что задача управляемости и задача оптимального быстродействия имеют 

общие связи. Актуальными и нерешенными проблемами управляемости и оптимального 

быстродействия являются: необходимые и достаточные условия разрешимости общей 

задачи управляемости и быстродействия; разработка конструктивных методов построения 

решений общих задач управляемости и быстродействия для процессов, описываемых 

обыкновенными дифференциальными уравнениями. 

В данной статье предлагается новый метод исследования управляемости и 

оптимального быстродействия линейных обыкновенных дифференциальных уравнений на 

основе исследования разрешимости и построения общего решения интегрального 

уравнения Фредгольма первого рода с фиксированным параметром. Результаты, 

полученные в данной работе, являются продолжением научных исследований по 

интегральному уравнению [14-16], качественной теории дифференциальных уравнений 

[17-22], а также по оптимальному управлению [23-28]. 
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Постановка задачи 

Пусть уравнение движения управляемого процесса имеет вид 

 10 ,),()()()( ttItttutBxtAx      (1) 

известны начальное и конечное состояния 

,)(,)( 1100

nn RxtxRxtx     (2) 

Управление  ),()( 2

mRILtu  принадлежащее  множеству 

}...,)()(|),()({)( 2 ItвпRtVtuRILtut mm                (3)  

Исходные данные:  IttBtA ),(),( матрицы с кусочно-непрерывными элементами 

порядков mnnn  , соответственно, вектор-функция IttVRILt n  ),(),,()( 2 –заданное 

ограниченное выпуклое замкнутое множество в nnm RxtxRxtxRIL  11002 )(,)(),,( –

заданные точки. 

Определение. Система (1)-(3) называется управляемой, если существует управление

)()( ttu  , которое переводит решение дифференциального уравнения (1) из начального 

состояния )( 00 txx  в момент времени 0t в состояние )( 11 txx  в момент времени ., 011 ttt   

Задача 1. Найти управление )()( ttu  , которое переводит траекторию системы (1)-

(3) из начального состояния )( 00 txx  в момент времени 0t  в состояние )( 11 txx  в момент 

времени ., 011 ttt   

Задача 2. (Оптимальное быстродействие.) Найти управление ),()()( 2

mRILttu  , 

которое переводит траекторию системы (1)-(3) из точки )( 00 txx  в точку )( 11 txx  за 

кратчайшее время, где 0t – фиксировано, 1t – не фиксировано, 01 tt  .  

Задача оптимального быстродействия запишется в виде 

 
1

0

inf1),,( 011

t

t

ttdttuxI  

при условиях (1)-(3). 

Интегральное уравнение 

Решения задач 1, 2 связаны с разрешимостью и построением общего решения 

интегрального уравнения Фредгольма первого рода с фиксированным параметром 

следующего вида 

 ,,,)(),( ** batwtKKu

b

a

     (4) 

где  mjniKKtK ij ,1,,1,)()(),( *  заданная матрица с элементами из

 batL ,, *2  –фиксированная точка,  ],[),,()( 2 baIRILtw m  искомая функция, 

., abRn   

Задача 3. Найти необходимое и достаточное условия существования решения 

интегрального уравнения (4) при всех .nR  

Задача 4. Найти общее решение интегрального уравнения (4) для любых .nR  

Решению задачи 3 дает следующая теорема. 

Теорема 1. Для существования решения интегрального уравнения (4) при всех 
nR  необходимо и достаточно, чтобы матрица 


b

a

dKKbaC ,)()(),( *      (5) 

порядка nn была положительно определенной. 
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Доказательство. Достаточность. Пусть матрица 0),( baC ,т.е. квадратичная 

форма .0,,,0),( 10

*  bRbbbttCb n  Покажем, что интегральное уравнение (4) имеет 

решение. В самом деле, поскольку матрица 0),( 10 ttC
 ,

то существует обратная матрица

),( 10

1 ttC  Выберем 

ItttCttKtu   ,),(),()( 10

1

10 
,
 

где nR – любой заданный вектор. Тогда 















 

),(),(),(),(),(

),(),(),()(),(

10

1

1010

1

0

*

0

10

1

0

*

00

1

2

1

2

1

2

ttCttCttdtCttKttK

dtttCttKttKdttuttKKu

t

t

t

t

t

t

.

 

Следовательно, в случае, когда матрица ,0),( 10 ttC  интегральное уравнение (4) 

имеет по крайней мере одно решение ItttCttKtu   ,),(),()( 10

1

0

*  .  Достаточность 

доказана. 

Необходимость. Пусть интегральное уравнение (4) имеет решение при любом 

фиксированном . Покажем, что матрица .0),( 10 ttC  Поскольку для любого вектора

nRb  квадратичная форма ( ) , то для доказательства 0),( 10 ttC достаточно 

показать, что матрица 0),( 10 ttC не особая. 

Предположим противное. Пусть матрица ),( 10 ttC особая. Тогда существует вектор 

 такой, что ( ) . Определим функцию 

).,()(,,),()( 210

* mRILwItcttKtw   

Заметим, что 

  
1

0

1

0

.0),(),(),()()( 10

*

0

*

0

**

t

t

t

t

cttCcdtcttKttKcdttwtw  

Тогда функция ( ) . Так как интегральное уравнение (1) имеет 

решение для любого вектора , то, в частности, существует функция ).,()( 2

mRILu   

такая, что  

.)(),(
1

0

0 cdttuttK

t

t

  

  
1

0

1

0

1

0

.)(),()(),()()(0 *

0

*

0

**

t

t

t

t

t

t

ccdttuttKcdttuttKcdttutw  

Это противоречит тому, что . Противоречие возникло вследствие 

предположения о том, что матрица ),( 10 ttC особая. Следовательно, матрица .0),( 10 ttC

Необходимость доказана. Теорема доказана. 

Таким образом, необходимым и достаточным условием существования решения 

интегрального уравнения (4) является положительная определенность матрицы ),( 10 ttC
.
 

Решение задачи 4 следует из теоремы 2. 

Теорема 2. Предположим, что матрица ),( baC ,определяемая по формуле (5) 

,положительно определенная. Тогда общее решение интегрального уравнения (4) 

определяется по формуле 

  

b

a

IdvKbaCKvbaCKtw ,,)()(),()()(),()()( 1*1*     (6) 
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где ),()( 2

mRILtv  – любая функция, nR – любой вектор. 

Доказательство. Введем следующие множества 













 
1

0

)(),(),()( 02

t

t

m adttuttKRILuW        (7) 


















1

0

),()(),(,)(),(),(),(

)(),(),()(),()(

2010

1

0

*

10

1

0

*

2

t

t

m

m

RILvvdttvttKttTttK

tvattTttKtuRILuQ

,

     (8) 

где множество  содержит все решения интегрального уравнения (4). Теорема 

утверждает, что функция ( ) принадлежит множеству W тогда и только 

тогда, когда она приналлежит множеству , т.е. QW   

Докажем, что QW  . Для этого достаточно показать, что: WQ  ; QW   

Покажем, что WQ  . В самом деле, если , то, как следует из соотношения (5), 

верно равенство 

  



 













1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

.)(),(),(),(),()(),(

),(),(),(])(),(),(),(

)(),(),()[,()(),(

010

1

0

*

00

10

1

0

*

0010

1

0

*

10

1

0

*

00

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

adttvttKttTttKttKdttvttK

attTttKttKdttvttKttCttK

tvattCttKttKdttuttK

 

Отсюда следует, что Wtu )( . Следовательно, множество .WQ   

Покажем, что QW  . Пусть , т.е. для функции Wtu )(* выполнено 

равенство (см. (7)) 

.)(),(
1

0

*0 adttuttK

t

t

  

Заметим, что в соотношении (8) функция   mRILv ,2 произвольная.  частности, 

можно выбрать .),()( * Ittutv   Теперь функция Qtu )( запишется в виде: 

.),()(),(),(),(

)()(),(),(),(

)(),(),(),(

)(),(),()(

**010

1

10

*

**010

1

0

*

010

1

10

*

10

1

0

*

1

0

1

0

1

0

IttudttuttKttTttK

tututtKttTttK

dttvttKttTttK

tvattCttKtu

t

t

t

t

t

t





































 

Следовательно, .)()(* Qtutu  Отсюда следует, что .QW   Из включений 

QWWQ  , следует, что QW   Теорема доказана. 
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Линейная управляемая система 

Рассмотрим следующую линейную систему 

],[),()()()( 101 ttItttwtBytAy     (9) 
nn RxtyRxty  1100 )(,)(    (10) 

).,()( 2

mRILtw       (11) 

Решение дифференциального уравнения (9) при условиях (10), (11) имеет вид 

.,)(),()()(),(),()( 100

00

ItdtdwBtxttty

t

t

t

t

              (12)    

Отсюда при 1tt  получим 

 
1

0

1

0

,)(),(),()()(),( 001100

t

t

t

t

dttttxxttadttwtBtt    (13) 

где   )(),()(),( 1 ttt  фундаментальная матрица решений линейной системы 

nn IItttAt ,)(),()()( 0   – единичная матрица порядка .nn  

Теорема 3. Система (9) – (11) управляема тогда и только тогда, когда матрица 

 
1

0

),()()(),(),( 0

**

00

t

t

dttttBtBttttW    (14) 

порядка nn является положительно определенной. 

Доказательство теоремы следует из теоремы 1, где интегральное уравнение (13) 

следует из (4) при .,),,(),(,),(),()( 1100 tbtabaCttWIttBtttK   

Теорема 4. Предположим, что матрица ),( 10 ttW
,
определяемая по формуле (14), 

положительно определенная. Тогда любое управление )()( tUtw  переводит траекторию 

системы (7) – (9) из точки 0x в точку 1x тогда и только тогда, когда множество 

)},,()(,

,),,()(),,()()(),({)(

2

111012

m

m

RILtvv

ItttztNxxttvtwRILwtU



 
(15) 

где 

),,(),(),()()(

,),(),()(),,(

1010

1

0

**

1

10

1

0

**

101

ttttWtttBtN

attWtttBxxt








 

функция  1),,( Itvtz решение дифференциального уравнения 

).,()(,0)(),()()( 20

mRILtvtztvtBztAz     (16) 

Доказательство теоремы следует из теоремы 2, где ),(),()( 0 tBtttK 

110 ,),,(),( tbtattWbaC   

Теорема 5. Пусть выполнены условия теоремы 4. Тогда решение 

дифференциального уравнения (9), соответствующее управлению, определяется по 

формуле 

ItvtztNxxtvtzty  ),,()(),,(),()( 2102 ,
   (17) 

где 

),,(),(),(),()(

,)(),(),(),(),()(),(

),(),(),(),().(),()),(),,(

1010

1

002

00

1

00

11010

1

00010

1

10102

1

0

1

0

ttttWttWtttN

dttttttWttWttdt

xttttWttWttxttWttWttxxt

t

t

t

t













 


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функция 1),,( Itvtz  –  решение дифференциального уравнения (13). 

Доказательство теоремы следует из формулы (12), где )()( tUtw   из (15). Далее с 

учетом (16), получим (17). 

Управляемость и оптимальное быстродействие линейных систем  

Рассмотрим решение задачи 1. Из теорем 1 – 5 и сравнения систем (1) – (3) и (7) – (9) 

следует, что решение задачи 1 может быть получено из оптимизационной задачи: 

минимизировать функционал 

 
1

0

inf)(),()(),,()(),(
2

11101

t

t

dttuvtztNxxttvuvJ    (18) 

при условиях 

),,()(,0)(),()()( 20

mRILtvtztvtBztAz     (19) 

 

}...,)()(),()({)()( 12 ItвпRtVtuRILtuttu mm    (20) 

Заметим, что: 1. Значение функционала .0),( uJ  Пересечение множеств 

 )()( tUt  , -пустое множество, тогда и только тогда, когда значение 0),( ** uvJ , где 

пара )()(, ** tUtuv  оптимальное решение задачи (18) – (20). 

2. Если 0),( ** uvJ , то искомое управление ),,()(),,()()( *11101** vtztNxxttvtu  

 IttzгдеIt ),,(,  решение дифференциального уравнения (19).  

Ниже приведены решения оптимизационной задачи (18)-(20) в виде теорем 6,7. 

Теорема 6. Пусть выполнены условия теоремы 3.Тогда функционал (18) непрерывно 

дифференцируем по Фреше в любой точке ),(),(),( 2 tRILuv m   градиент 

),(),()),(),,((),( 22

''' mm

uv RILRILuvJuvJuvJ 
,
 

где 

),,()()()(),()(),,()(*2),( 2

*

11101

' m

v RILttBtuvtztNxxttvuvJ    (21) 

),,()(),()(),,()(*2),( 211101

' m

u RILtuvtztNxxttvuvJ     (22) 

где  ,),,( Itvtz решение дифференциального уравнения (17), а функция  ,),( Itt

решение сопряженной системы 

  .)(),()(),,()()(2)(,)(
1

0

11101

*

11

* dttuvtztNxxttvtNttA

t

t

    (23) 

Градиент ),(),( 2

mRILuvJ  удовлетворяет условию Липшица 

).(,),,(,

,)(),(),(

212221

2

1
2

21

2

212211

tuuRILvv

uuvvKuvJuvJ

m 


   (24) 

Доказательство. Можно показать, что приращение функционала 

 uhvJJ ,(  
1

0

1

0

),(),,(),()

t

t

u

t

t

v uvJdthuvJuvJu ,1Rdtu   

где 
2

1 /( hR ‖ u ‖ 2
1

) 0 при 
2

( h ‖ u ‖ 2
1

) 0 . 

Норма 

).(,),,(,

),(),(),(),(),(

21221

21

2

21

22

2211

2

2211

1

0

tuuRILvv

uuvvKdtuvJuvJuvJuvJ

m

t

t



 
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Теорема доказана. 

Заметим что: 1. Функционал )).(),((),( 2

1,1 tRILCuvJ m  2. Функционал ),( uvJ

достигает нижней грани на множестве ).(),(2 tRIL m  3. Функционал ),( uvJ при условиях 

(19),(20) является выпуклым. 

Теорема 7. Пусть выполнены условия теоремы 6, последовательности }{},{ nn uv

определяются по алгоритму 

,...,2,1,0)],,([),,( 11   nuvJuPuuvJvv nnunnnnnvnnn   

0,...,2,1,0,0,
2

2
1

1

0 


 constKn
k

n 


 из (22), 

где  )(t ограниченное выпуклое замкнутое множество. 

Тогда: 

1. ;),(),,(inf),(lim 2* 


mp

nn
n

RILXuvJJuvJ  

2.  **** ,),( XXuv , ;, **  nприuuvv сл

n

сл

n  

3. ,...2,1,0,0,),(),( 0

0

**  nconstm
n

m
uvJuvJ nn  

4. Задача 1 имеет решение тогда и только тогда, когда значение .0),( ** uvJ  

Доказательство: Последовательности )(}{),,(}{ 2 tuRILv n

n

n  строятся на основе 

формул (21)-(24). Пусть ),( nnn uv .  Можно показать, что:  

,,,,
1

),(
22

111 XJ
Lnnn

n
Lnn 

 


  

X
K

JJJ nnnnnnnnn   1

2

111 ,,
2

),()()(   

Следовательно, 

.)
2

1
()()(

2

11

2

11   nnnn

n

nn

K
JJ 


  

Отсюда следуют утверждения (1) – (4) теоремы. Теорема доказана. 

Оптимальное быстродействие. Пусть 0t фиксировано, 1t не фиксировано.  

Необходимо найти наименьшее значение .*1 tt   

I. Задаем значение .*1 tt  Находим )(
1* tu t . Далее, выбираем .2/111 tt  Находим пару 

].,[,),( 110**** tttXuv  Если значение ,0),( **** uvJ  то выберем значение 

1112112 ,4/ tttt  и так далее. Если значение ,0),( **** uvJ , то .
4

3 1
12

t
t   

II. Между последовательных приближений. Рассмотрим оптимизационную задачу 

inf),,( 1 tuvJ при условиях (17),(18), .01 tt  Пусть 


1

0

.),),((),,( 101

t

t

dttttqFtuvJ

 

Находим  



1

0

1
.),),((),,,(),,,(

1

0

1110

'

1

'

1

'

t

t

tuv dt
t

F
tttqFJtuvJtuvJ

 

Далее, строим 

последовательности },{},{ nn uv ,...2,1,0).,,(},{ 1

'

11111  ntuvJttt nnntnnnn   
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Решение модельной задачи 

Рассмотрим задачу оптимального быстродействия: минимизировать 

функционал 

inf1),,( 011

1

0

  ttdttuxJ

t

t

 

при условиях 

],,0[,, 11221 tItuxxx    

,0)(,0)(,0)0(,1)0( 121121  txtxxx  

  .,0..,1)(1|),()()( 1

1

12 ttвпtuRILtutu   

Применяя теоремы (1) – (7), находим решение задачи оптимального быстродействия. 

Можно показать для данной задачи: .2inf *1  tt  Функции 










,21,1

,10,1
)(**

tесли

tесли
tuv  

0),,( *** tuxI  


















,21,22
2

,10,
2

1

)(
2

2

*1

tt
t

t
t

tx  










.21,2

10,
)(*2

tt

tt
tx  

Заключение 

Основными результатами, полученными в работе, являются: 

  необходимые и достаточные условия управляемости процессов;  

описываемые линейными обыкновенными дифференциальными 

уравнениями;  

разработанный метод построения управления для решения задачи 

управляемости; 

найденное решение задачи оптимального быстродействия; 

созданная общая теория управляемости и оптимального быстродействия; 

приведенный пример для иллюстраций теоретических результатов. 
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