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Предлагается новый метод исследования периодических решений aвтoномных динамических систем, 

описываемых обыкновенными дифференциальными уравнениями. Получены необходимые и 

достаточные условия существования периодического решения, и разработан алгоритм построения 

периодического решения по предельным точкам минимизирующих последовательностей. Путем 

введения управляющей функции исходная задача приводится к интегральному уравнению 

Фредгольмa пeрвого рода. На основе построения общего решения интегрального уравнения 

Фредгольма первого рода построение периодического решения сводится к решению специальной 

начальной задачи оптимального управления. 

Ключевые слова: периодическое решение, существование решения, интегральное 
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Введение  

Основными методами исследования периодических решений процессов, 

описываемых обыкновенными дифференциальными уравнениями, являются:  метод 

малого параметра[1-3], асимптотические методы [4-6], метод фазового пространства [7-

12], метод гармонической линеаризации [13]. 

В настоящее время наиболее полно изучены периодические движения в линейных и 

квазилинейных системах, а также особо нелинейные системы, содержащие малый 

параметр. К сожалению, проблема существования и методы построения периодических 

решений обыкновенных дифференциальных уравнений остаются малоизученной 

областью качественной теории. Поэтому разработка методов построения периодических 

решений обыкновенных дифференциальных уравнений общего вида является актуальной 

проблемой. 

Результаты, полученные в статье, являются продолжением научных исследований по 

интегральному уравнению [14-16],  качественной теории дифференциальных 

уравнений[17-22], по оптимальному управлению [23-28]. 

Постановка задачи 
Рассмотрим нелинейную автономную систему 

̇ ( )                                                 (1) 
( )                                (2) 

здесь  – постоянные матрицы порядков cоотвeтственно, мерная 

вектор - функция  определена и непрерывна по переменной и удовлетворяет 

условиям 

| ( ) ( )| | |  
| ( )|  

где –  ограниченное замкнутое множество,  заданное выпуклое замкнутое 

множество.  

Задача 1. Найти необходимые и достаточные условия сyщeствования 

периодического решения в системе (1), (2). 

Задача 2.  Построить периодическое решение в системе (1), (2). Найти период . 
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Интегральное уравнение. Линейная управляемая система 

Для решения задач 1,2 необходимы следующие теоремы о разрешимости и 

построению общего решения интегрального уравнения Фредгольма первого рода с 

фиксированным параметром из работ [14 -16]. 

Рассмотрим интегральное уравнение: 

∫ ( ) , - (3) 

где ( ) || ( )|| ̅̅ ̅̅ ̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ( ) ( ) ( )  

искомая функция,  – заданный вектор,  – заданная точка.  

Теорема 1. Интегральное уравнение (3) при любом векторе  имеет решение 

тогда и только тогда, когда матрица 

( ) ∫ ( ) ( ) (4) 

порядка  является положительно определенной, где (*) – знак транспонирования, 

. 

Теорема 2. Пусть матрица ( ) определяемая по формуле (4), положительно 

определенная. Тогда общее решение интегрального уравнения (3) при любом  

определяется по формуле: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ( ) ( )  

 Наряду с дифференциальным уравнением (1) с условием (2) рассмотрим  линейную 

управляемую систему:  

̇ ( ) , - (5) 
( ( ) ( ) ) (6) 

( ) ( ) (7) 

 

Заметим, что при ( ) ( ( )) , функция ( ) ( ) . Определим 

следующие векторы и матрицы  

( ) ∫ (8) 

Теорема 3. Пусть матрица ( ) определяемая по формуле (8), положительно 

определенная. Тогда управление ( )  переводит траекторию системы (5)-(7) 

из любой заданной точки ( ) в момент времени , в любое  желаемое 

конечное состояние ( ) в момент времени  тогда и только тогда, когда 

( ) * ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
+ (9) 

где - любая функция, ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) функция ( )  – решение 

дифференциального уравнения 

̇ ( ) ( ) ( ) ( ) (10) 

Доказательство теоремы следует из теоремы 2. В самом деле, решение 

дифференциального уравнения (5) имеет вид 

( ) ∫ ( ) ( ) ( )       (11) 

 Отсюда с учетом того, что ( ) , имеем  

∫ ( )                                                              (12) 

 Интегральное уравнение (12) совпадает с (3) при ( )
Теорема доказана.  

Tеорема 4. Пусть выполнены условия теоремы 3. Тогда решение 

дифференциального уравнения (5), соответствующее управлению ( )
определяется по формуле 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (13) 

где ( ) ( ) ( ) ( ) ( )  

( ) ( ) ( ) ( ) ∫ ( )

( ) ( ) функция ( ) – решение дифференциального уравнения 

(10). 

Доказательство теоремы  следует из (11), где ( ) определяется то формуле (9).  

Cyщeствоваиие и построение периодического решения 

Из теорем 3,4 следует, что существование периодического решения может быть 

найдено из решения следующей задачи  оптимального управления: минимизировать 

функционал 

( ) ∫ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ))   (14) 

при условиях 

̇ ( ) ( ) ( ) ( ) , -     (15) 

(16) 

где функция ( ) – определяется по формуле (13). Обозначим через ( )
( ) ( )  

Теорема 5. Пусть матрица . Для того чтобы краевая задача (1), (2) 

имела решение, необходимо и достаточно, чтобы значение ( ) ( ) где 
( )– решение оптимизированной задачи (14) – (16). 

Доказательство. Значение  ( ) тогда и только тогда, когда 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ))

.Тогда ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .Теорема 

доказана 

Построение периодического peшeния 

Пусть функция  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) . 

Тогда частные производные равны: 

( ) , ( )-  

( )( ) , ( )-, ( )-  

( ) [ ̅̅ ̅( ) ̅̅ ̅( ) ( )], ( )-  

̅̅ ̅̅ ( ) ( ) ∫ ( )  

( ) ( ), ( )-  

где ̅̅ ̅( ) ( )( )  
̅̅ ̅( ) ( ) ( ) . 

Теорема 6. Пусть матрица , функция определена и непрерывно 

дифференцируема по . Тогда функционал (14) при условиях (15), (16) дифференцируем по 

Фреше, градиент 

( ) ( ) ( ) ( )  

в любой точке  вычисляется по формуле 

( ) ( ) ( ) ( )  

( ) ∫ ( ) (17) 

( ) ̅̅ ̅̅ ( )  

где ( ) ( ( ) ( ) ) ( ) –  решение дифференциального уравнения 

(15), а функция ( ) – решение сопряженной системы 

̇ ( ( ) ) ( ) ( ) ∫ ( ) ( ( ) ) (18) 

Кроме того, градиент  удовлетворяет условию Липшица  

|| ( ) ( )|| || || (19) 
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Доказательство. Пусть ( ) .Тогда 

приращение функционала 

( ) ( ) ∫ ( ), ( ( ) ) ( )- ( )

. 

Отсюда следуют формулы (17), (18). Так как 

( ) ( ) ∫ | ( ) ( )| || ||  

то верно неравенство (19). Теорема доказана. 

Теорема 7. Пусть выполнены условия теоремы 6, последовательность * +
* + определяется по алгоритму 

[ ( )] (20) 

 

где  из (19). 

Тогда: 

1) числовая последовательность* ( )+ строго убывает; 

2) при  

Если, кроме того, выполнено неравенство ( ) ( )

,  множество ( ) ( ) ( )  ограничено, то: 

3) последовательность *( )+ является   

минимизирующей ( )  

4) множество ( ) ( ) не пусто; 

5) при ( )  

6) ( )  (скорость сходимости) 

7) Система (1), (2) имеет периодическое решение тогда и только тогда, когда 

значение ( ) Периодическое решение ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) , -  

Доказательство. Поскольку , то верно неравенство 

 

в силу (20). Отсюда при имеем 

( ) || ||  (21) 

Так как ( ) ( ) то 

( ) || ||                 (22) 

из (21), (22) получим  

( ) || || || ||  

Отсюда следуют утверждения 1), 2) теоремы. 

Далее, из выпуклости функционала (14) при условиях (15), (16) и слабой 

бикомпактности множества  следуют утверждения 3), 4), 5) теоремы. 

Пусть . Тогда || || , || ||. 
Отсюда следует утверждение 6) теоремы. Утверждение 7) следует из теоремы 5. 

Теорема доказана. 

Решение модельной задачи 

В качестве примера рассмотрим периодическое решение уравнения Дюффинга 

следующего вида 

̈                                                             (23) 

Из (23) имеем  

̇ ̇                                                (24) 

Уравнение (24) в векторной форме запишется так 
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̇ ( ) ( ) , -                       (25) 

 

где 

. / ( ) . / ( ) . / 

Линейная управляемая система 

̇ ( ) , - ( ) ( )  
где 

( ) ( )  

Матрица 

( ) ∫

(

 

( )
)

  

Легко убедиться в том, что 

( )  

| ( )| ( )  

где| ( )| определитель матрицы ( ). Обратная матрица 

( )
| ( )|

(

 
( )

( )
)

  

Вектор 

( ) . /  

Матрицы 

( )

(

 
( )

( )
)

  

( ) ( ) ( ) , -  

По известным матрицам ( ) ( ) ( )можно найти. 

( ) ( ) ( ) ( )  

( ) ( )  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )  

( ) ( ) ( )  
Тогда 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )         
(26) 

( ) ( ) ̅̅ ̅̅̅( ) ̅̅ ̅̅̅( ) ̅̅ ̅̅ ̅( ) ( ) ̅̅ ̅̅ ̅( ) ( )  

( ) ( ) ̅̅ ̅̅̅( ) ̅̅ ̅̅̅( ) ̅̅ ̅̅ ̅( ) ( ) ̅̅ ̅̅ ̅( ) ( )       
(27) 

где 

( ) ( ( ) ( ))  
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( ) (
̅̅ ̅̅̅( ) ̅̅ ̅̅̅( )
̅̅ ̅̅̅( ) ̅̅ ̅̅̅( )

)  

( ) (
̅̅ ̅̅ ̅( ) ̅̅ ̅̅ ̅( )
̅̅ ̅̅ ̅( ) ̅̅ ̅̅ ̅( )

) 

функция решение дифференциального уравнения 

̇ ( ) ( ) ( ) (28) 

Оптимизационная задача 

( ) ∫ ( )  

при условиях (28), где  , функции ( ) ( ) определяются 

формулами (26), (27) соответственно. Функция 

( ( ) ) | ( ( ) ( ))

( ) ( ) ( ) ( )/  

Решение исходной задачи (23)-(25) 

( ) ( ) ̅̅ ̅̅̅( ) ̅̅ ̅̅̅( ) ̅̅ ̅̅ ̅( ) ( ) ̅̅ ̅̅ ̅( ) ( )  

( ) ( ) ̅̅ ̅̅̅( ) ̅̅ ̅̅̅( ) ̅̅ ̅̅ ̅( ) ( ) ̅̅ ̅̅ ̅( ) ( )  

где 

→ при ( )  

 

Заключение 

Основными результатами в данной работе являются: 

1) Новый подход к исследованию периодического решения в автономных системах, 

основанный на сведении исходной задачи к задаче управляемости линейных систем ( 

теоремы 1-3). 

 2) Решение задачи управляемости для линейных систем на основе построения 

общего решения интегрального уравнения Фредгольма первого рода (теорема 4). 

 3) Получено необходимое и достаточное условие существования периодического 

решения в автономной динамической системе (теорема 5). 

 4) Разработан алгоритм построения периодического решения путем сведения к 

специальной начальной задаче оптимального управления (теоремы 6,7). 

5) Результаты теоретических исследований показаны на примере путем решения 

уравнения Дюффинга. 
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