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В статье изучаются осцилляционные свойства решений линейного дифференциального-разностного 
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Рассмотрим оператора в виде 

𝐿𝑜[𝐿𝑜(𝑢)] ≡ ∑ ∑

𝑃

𝑘=1

𝑃

𝑖=1

𝜕

𝜕𝑥𝐾
{𝐵𝑘𝑖(𝑥)

𝜕

𝜕𝑥𝑘
𝑢[ℎ1(𝑛), 𝑥] ×

× ∑ ∑
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𝜕𝑥𝑘
{𝐵𝑘𝑖(𝑥)

𝜕

𝜕𝑥𝑘

{𝐵𝑘𝑖(𝑥)𝑈[ℎ1(𝑛), 𝑥]}}} ≡

≡ ∑ ∑

𝑃

𝑘=1

𝑃

𝑖=1

𝜕

𝜕𝑥𝑘
2 {𝐵𝑘𝑖(𝑥)

𝜕2

𝜕𝑥𝑘
2 𝑈[ℎ1(𝑛), 𝑥]} 

который будем называть биэллиптическим оператором. 

Введем обозначения: 

1) QC𝑅𝑃– открытая ограниченная область с кусочно-гладкой границей Г=𝜕𝑄. 
2) ∆𝑈(𝑛, 𝑥) = U(𝑛+1 𝑥) – U (𝑛, 𝑥). 

3) 𝑥 = (𝑥1,𝑥2, … . 𝑥𝑝). 

4) 𝐷0 = {𝑛 ≥ 𝑛0, 𝑥 ∈ 𝑄};        𝐷̅0 = {𝑛 ≥ 𝑛1, 𝑥 ∈ 𝑄̅}; 

𝐷0
0 = {𝑛 ≥ 𝑛0,𝑥 ∈ 𝑄̅, 𝑦 ∈ 𝑄̅}. 

5)𝐿0(𝑢) = ∑ ∑𝑃
𝑘=1

𝑃
𝑖=1

𝜕

𝜕𝑥𝑘
{𝐵𝑘𝑖(𝑥)

𝜗

𝜗𝑥𝑘
𝑢[ℎ(𝑛), 𝑥] – эллиптический оператор. 

6) 𝐿(𝑢) = 𝑏(𝑛)𝐿𝑜[𝐿𝑜(𝑢)] + 𝐶1(𝑛, 𝑥)𝑢[ℎ1(𝑛), 𝑥] + 𝐶2(𝑛, 𝑥)𝑢[ℎ2(𝑛), 𝑥]. 
7) Через (F) – обозначим множество функций {𝜗(𝑛, 𝑥)}, имеющих  
непрерывные частные производные четвертого порядка по переменным 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑝;  ∀𝑥𝜖Q. 

8) Через (К1) − множество всех правильных функций {𝜗(𝑛, 𝑥)}, удовлетворяющих краевому 

условию 

𝐿𝑜[𝐿𝑜(𝜗)]– 𝜆0 𝜗⃒ ᴦ= 0 .                                                    (1) 

9) (К2) − множество всех правильных функций, удовлетворяющих граничному условию  

[𝐿𝑜(𝜗)] ⃒ᴦ = 0 .                                                           (2) 

А также предполагается, что  

1) для любого набора вещественных чисел ξ1, ξ2, … , ξ𝑚, 

∑𝑃
𝑖,𝑘=1

𝐴𝑙𝑘(𝑥)ξ𝑖ξ𝑘 ≥ 𝜇 ∑𝑚
𝑘=1 ξ 𝑘

2 , 𝜇 > 0. 
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2) 𝐴𝑙𝑘(𝑥) = 𝐴𝑘𝑙(𝑥) – достаточно гладкие функции (достаточно предполагать, чтобы эти 

функции имели частные производные четвертого порядка, удовлетворяющие в замкнутой 

области 𝑄̅ некоторому условию Гёльдера). 

Будем исходить из следующих определений [1]. 
1. Всякую функцию 𝑢(𝑛, 𝑥), определенную в области 𝐷0, называют правильной.  

2. Правильную функцию 𝑢 (𝑛, 𝑥) будем называть положительной {отрицательной},если 

 ∃𝑛1 ≥ 𝑛0  такое, что ∀𝑛, 𝑥) ∈ 𝐷2 

𝑢 (𝑛, 𝑥) ≥ 0 , 𝜗(𝑛)=  ∫ 𝑢(𝑛, 𝑥
𝑄

)𝑑𝑥 > 0, 

{𝑢 (𝑛, 𝑥) ≤ 0 , 𝜗(𝑛)=  ∫ 𝑢(𝑛, 𝑥
𝑄

)𝑑𝑥 < 0}. 

3. Правильную функцию 𝑢 (𝑛, 𝑥)называют неосциллирующей, если она либо не отрицательна, 

либо не положительна, в противном случае – осциллирующей. 

4. Правильную функцию  𝑢(𝑛, 𝑥)называют положительной 

{отрицательной}, если ∃𝑛1 ≥ 𝑛0 такое, что ∀ (𝑛. 𝑥) ∈ 𝐷1𝑢(𝑛, 𝑥) > 0{ 𝑢(𝑛. 𝑥) < 0 }. 

Правильную функцию называют С−неосциллирующей, если она либо не отрицательна, либо 

не положительна, в противном случае – осциллирующей С−осциллирующее. 

Из определения следует, что всякая С−неосциллирующая  функция неосциллирует и  

всякая С−осциллирующая функция, С−осциллирует. 

Теорема 1. [4]. Множество собственных значений {𝜆𝑘} краевой задачей  

L0 У(𝑥)+ λУ(𝑥)=0,    У(𝑥) ⃒  ᴦ = 0  , 

не имея конечных предельных точек, причем 𝜆𝑘 > 0, каждое собственное значение  𝜆𝑘 имеет 

конечную кратность. Наименьшему собственному значению  𝜆0 (приближенные вычисления 

собственного значения 𝜆0 даны в  [3]) отвечает единственная нормированная в смысле  

(∫ Ф(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑄

1) собственная функция Ф (𝑥)> 0, ∀𝑥 ∈ 𝑄. 

Если Q={𝑎𝑘 < 𝑥𝑘 < 𝑏𝑘, к = 1,2, … , 𝑚} – параллелепипед, то   

𝜆0 = ∑ (
𝜋

𝑏𝑘 − 𝑎𝑘
)

2

.

𝑚

𝑘=1

 

Если Q – выпуклая область, то 

𝜆0 ≥
𝜋2

4
(

1

𝜌2
+

𝑚 − 1

𝑑2
). 

где 𝜌 – радиус наибольшего шара, вписанного в Q; 

𝑑 – диаметр области Q; 

𝑚 –  размерность области Q. 

В статье изучаются достаточные условия С– осцилляции решений дифференциально -

разностного уравнения с биэллиптическим оператором в виде 

∆[𝑟(𝑛)∆𝑢(𝑛, 𝑥)] + 𝐿(𝑢) = 0(1), 

где 𝐿(𝑢) = 𝑏(𝑛)𝐿𝑜[𝐿𝑜(𝑢)] + 𝐶1(𝑛, 𝑥)𝑢[ℎ1(𝑛), 𝑥] + 𝐶2(𝑛, 𝑥)𝑢[ℎ2(𝑛), 𝑥]. 

Лемма 1. Для всякой функции 𝑢(𝑛, 𝑥) ∈ (К1) имеет место равенство  

∫ Ф(𝑥)

𝑄

𝐿2(𝑢)𝑑𝑥 = 𝜆0
2 ∫ Ф(𝑥)𝑢(𝑛, 𝑥)𝑑𝑥.

𝑄

 



23 

 

Доказательство: Дважды используя формулу Грина для эллиптического оператора 

𝐿0, получим равенство  

∫ 𝑄(𝑥)𝐿2(𝑢)𝑑𝑥 = 𝜆0
2 ∫ Ф(𝑥)𝑢(𝑛, 𝑥)𝑑𝑥 + ∫ [

𝜆0𝑢 −

𝐿0(𝑢)
] ∑ 𝐵𝑖𝑘𝑖𝑘

𝜕Ф

𝜕𝑥𝑘
cos(𝛾

г𝑄𝑄
,𝑥𝑙)𝑑Г. 

Отсюда при 𝑢(𝑛, 𝑥) ∈ (𝐾1) получим утверждение леммы. 

Лемма 2. Если 𝑢(𝑛, 𝑥) ∈ (𝐾2) неотрицатеьная функция, то имеет место равенство 

∫ Ф(𝑥)𝐿2(𝑢)𝑑𝑥 =

𝑄

𝜆0
2 ∫ Ф(𝑥)

𝑄

𝑢(𝑛, 𝑥)𝑑𝑥,   ∀𝑛 ≥ 𝑛1. 

Доказательство.  В силу условий леммы и  из формулы (1) получим равенство 

∫ Ф(𝑥)𝐿2(𝑢)𝑑𝑥 =
𝑄

𝜆0
2 ∫ Ф(𝑥)

𝑄
𝑢(𝑛, 𝑥)𝑑𝑥 + 𝛹(𝑛)(3), 

где 

𝛹(𝑛) =   𝜆0 ∫ 𝑢(𝑛, 𝑥)

г

∑ 𝐵𝑙𝑘

P

𝑖𝑘

(𝑥)
𝜕Ф

𝜕𝑥𝑘
cos(𝛾 , 𝑥𝑙) 𝑑Г. 

Рассуждая так же, как и в [4], доказывается, что   𝛹(𝑛) ≤ 0, ∀𝑛 ≥ 𝑛1. 
С учетом этого неравенства из [3] вытекает утверждение леммы.   

Скажем, что выполнено условие (Е0
° ), если ∀(𝑛, 𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷0 выполняются неравенства: 

1) С1(𝑛, 𝑥) + 𝜆0
2𝑏(𝑛) ≥ 𝑎1(𝑛) ≥ 0; С2(𝑛, 𝑥) ≥ 𝑎2(𝑛) ≥ 0; 

2) 𝑑(𝑛)= 𝑎1(𝑛) + 𝑎2(𝑛). 

Введем обозначения: а) 𝜗 (𝑛) = ∫ Ф(𝑥)
𝑄

𝑢(𝑛, 𝑥)𝑑𝑥. 

Если 𝑢(𝑛. 𝑥) > 0, ∀ (𝑛. 𝑥) ∈ 𝐷1  , то  𝜗 (𝑛) > 0, ∀𝑛 ≥ 𝑛1. 

Отсюда следует, что для каждой С – неосциллирующей функции 𝑢(𝑛. 𝑥) существует 

натуральное число 𝑛1.∃𝑛1 ≥ 𝑛0, такое , что 𝜗(𝑛) ≠ 0,   ∀𝑛 ≥ 𝑛1. 

Лемма 3. Если уравнение (1) имеет С – неосциллирующее решение 𝑢(𝑛. 𝑥) ∈ (𝐾1),
то неравенство 

∆𝑦(𝑛) + ∑ 𝑎𝑘(𝑛)𝑦[ℎ𝑘(𝑛)] ≤ 02
𝑘=1                                                    (4) 

имеет положительное решение 𝑦(𝑛)=|𝜗(𝑛)|. 
Доказательство.Пусть 𝑢(𝑛, 𝑥) ∈ (𝐾1) положительное решение уравнения (1). Тогда 

∃𝑛1 ≥ 𝑛0такое, что ∀(𝑛, 𝑥) ∈ 𝐷1,𝑢(𝑛. 𝑥) > 0. 
Зaфиксируем число 𝑛2 ≥ 𝑛1такое, чтобы ∀𝑛 ≥ 𝑛2 выполнялось неравенство 

ℎ𝑘(𝑛) ≥ 𝑛1, 𝑘 = 1,2; 𝑢[ℎ𝑘(𝑛), 𝑥] > 0. 

С учетом этого неравенства из тождества (1) имеем 

∆𝑢(𝑛, 𝑥) + 𝑏(𝑛)𝐿2(𝑢) + 𝑐1(𝑛, 𝑥)𝑢[ℎ1(𝑛), 𝑥] + 𝑎2(𝑛)𝑢[ℎ2(𝑛), 𝑥] ≤ 0 

∀(𝑛, 𝑥) ∈ 𝐷2. 

Умножая это неравенство на функцию Ф(𝑥), затем интегрируя и учитывая лемму 1 и 

условие(Е0
0),  получим неравенство  

∆𝜗(𝑛) + ∑ 𝑎𝑘(𝑛)𝜗[ℎ𝑘(𝑛)]2
𝑘=1 ≤ 0, ∀𝑛 ≥ 𝑛2. 

Следовательно, 𝑦(𝑛) = 𝜗(𝑛)– положительное решение неравенства (4). 

Пусть 𝑢(𝑛, 𝑥) ∈ (𝐾1) отрицательное решение уровнения (1). Тогда  

Z(𝑛, 𝑥) = – 𝑢(𝑛, 𝑥) 
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положительное решение этого уравнения.  Поэтому по доказанному выше получим  

𝑦(𝑛)=∫ Ф(𝑥)𝑢(𝑛, 𝑥)𝑑𝑥 =  − 𝜗(𝑛)
𝑄

 

положительное решение неравенства  (4). 

Лемма 4. Пусть 1) 𝑑(𝑛)≥0,∀𝑛 ≥ 𝑛0; 2) Уравнение (1) имеет С – неосциллирующее 

решение 𝑢(𝑛, 𝑥). Тогда неравенство (4) имеет положительное решение 𝑦(𝑛)=|𝜗(𝑛)|. 
Лемма доказывается с использованием формулы (2). 

Теорема 1. Пусть  ∑ 𝑑(𝑚)∞ =∞. Тогда каждое решение𝑢(𝑛, 𝑥)  ∈ (𝐾1): уравнение (1) С – 

осциллирует. 

Доказательство. Допустим, что уравнение(1) имеет С – неосциллирующее решение 

𝑢(𝑛, 𝑥)  ∈ (𝐾1). Тогда по лемме 3 имеет положительное решение, что противоречит теореме 

1.1 из  [3]. Следовательно, предположение существования С – неосциллирующего решения 

приводит к противоречию.  

Теорема 2. Пусть:1) выполнены условия теоремы1; 2) 𝑑(𝑚)≤0,∀𝑛 ≥ 𝑛0. Тогда каждое 

решение 𝑢(𝑛, 𝑥)  ∈ (𝐾2)1) уравнение (1) С – осциллирует. 

Теорема доказывается почти так же, как и теорема 1.  
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