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Предлагаются новые эффективные критерии глобальной асимптотической устойчивости 

динамических систем с цилиндрическим фазовым пространством на основе оценки 

несобственных интегралов. Работа является продолжением научных исследований [1-5]. 

Постановка задачи. Исследуются свойства решений дифференциального уравнения 

следующего вида 
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где RCBA ,,,  – постоянные матрицы порядков 11,1,1,  nnnn  соответственно,  - период 

функции ( ) 21,,  - заданные числа, ( ) ( )AnjA 11 ,,1,0Re  = - собственные значения 

матрицы А.    Стационарное множество   системы (1), (2) равно  
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Решены следующие задачи: 

Задача 1. Найти новый эффективный критерий глобальной асимптотической 

устойчивости стационарного множества   системы (1), (2) для случая, когда  ( ) 0=
+






d  

для любого 1, R ; 

Задача 2. Найти новый эффективный критерий глобальной асимптотической 

устойчивости стационарного множества   системы (1), (2) для случая, когда  

( ) 0=
+






d   для любого   1, R . 

Неособое преобразование. Для формулировки основных результатов целесообразно 

исходную систему (1) путем неособого преобразования  привести к специальному виду. 

Пусть ( ) ( ) 01
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−   – характеристический полином 

матрицы A . Как следует из теоремы Гамильтона-Кэли, 0)( = A . Тогда 
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− ,  где nI - единичная матрица порядка nn . 

Справедлива следующая лемма. 

Лемма 1. Пусть постоянный вектор 
nR  такой, что  

 ,0,0...,,0,0 12 === −− BABAABB nn                                         (3) 

где ( ) - знак транспонирования,  - вектор- строка. 

Тогда первое уравнение из (1) может быть представлено в виде  
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где .,1),(),(,...,,, 1

21 nityytxxxAyAxyxy ii

n

n ====== −       

Лемма 2. Пусть выполнены условия леммы 1, и пусть, кроме того, ранг матрицы  

 
−=  1...,,, nAAR                                                       (5) 

порядка nxn  равен n . Тогда: 

1) существует вектор-строка ),...,,( 110 −= n  такой, что 

);(... 12110  Ryyy nn ++++= −
                                 (6) 

2) если 0,...,0,0 1

21 ====== − xAyAxyxy n

n  , то .0=x  

Из лемм 1,2 следует, что, если выполнены равенства (3) и ранг nR = , то система (1) 

равносильна системе (4), (6). Более того, из  nityi
t

,1,0)(lim ==
→

 следует, что  .0)(lim =
→

tx
t

 

Свойства решений. Представляет интерес исследование общего свойства решения 

системы (1), (2), а также систем (4), (6), (2). 

Теорема 1.  Пусть матрица A - гурвицева,  т.е. njAj ,1,0)(Re = , функция 

,)()( 0+=   и пусть, кроме того, выполнены равенства (3) и ранг nR = . 

Тогда верны оценки 

 ),,0,)(,)( 21 = Itltxltx                                                   (7) 

,,,1,)(,)( 21 Itnimtymty iiii =                                              (8) 

,,,)( 0 Ittct                                                                (9) 

где    .,,,, 02121 ===== constcconstmconstmconstlconstl ii  

Кроме того, функции Ittnitytx i = ),(,,1),(),(  – равномерно непрерывны. 

Теорема 2. Пусть выполнены условия леммы 1,2. Тогда вдоль решения системы (4), (6) 

верны тождества  

  ,,)(...)()()())(( 12110

1 Ittyatyatyatt nn ++++= −

−                                  (10) 

,),(...)()()()( 22110 Ittytytytt nn ++++=                                           (11) 

  ,,)(...)()()(
))((

)( 13120

1 Ittatyatyat
dt

td
t n ++++== −

− 


                       (12) 

где .,1,,,,),()(),()( 1

1

1

11

0 njaRBARIttyttyt jjj

n

nn =+===== −

−

−

−−     

Несобственные интегралы. На основе тождеств (10)-(12) и включения 0)(   могут 

быть получены оценки несобственных интегралов вдоль решения системы (4), (6). 

Теорема 3. Пусть выполнены условия лемм 1,2, матрица A -гурвицева, функция 

0)(  . Тогда для любой величины ,01   вдоль решения системы (4), (6) несобственный 

интеграл  
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Теорема 4. Пусть выполнены условия лемм 1, 2, матрица A -гурвицева, функция 

0)(  . Тогда для любых величин 110 ,...,, +n , вдоль решения системы (4), (6) 

несобственный интеграл  
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Теорема 5. Пусть выполнены условия лемм 1, 2, матрица A -гурвицева, функция 

0)(  , 
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 0)( d . Тогда для любой величины 3 , вдоль решения системы (4), (6) 

несобственный интеграл  
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Рассмотрим случай, когда .0)(
+

=





 d  Пусть величина 
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 ,)( d  где  ,  – 

известные числа. Пусть величина  
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Теорема 6. Пусть выполнены условия лемм 1, 2, матрица A  – гурвицева, функция 

0)(  , 
+

=





 0)( d . Тогда для любых величин 0, 54  , вдоль решения системы 

(4), (6) несобственный интеграл 
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Теорема 7. Пусть выполнены условия лемм 1, 2, матрица A  – гурвицева, функция 

0)(  , 
+

=





 0)( d . Тогда для любых величин 321 ,,0    вдоль решения системы 

(4), (5) несобственный интеграл  
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Теорема 8. Пусть выполнены условия лемм 1, 2, матрица A  – гурвицева, функция 

0)(  . Тогда для любых величин 210 ,, hhh , вдоль решения системы (4), (6) несобственный 

интеграл 
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Глобальная асимптотическая устойчивость. На основе изложенных результатов 

могут быть сформулированы критерии глобальной асимптотической устойчивости 

стационарного множества   системы (1), (2) для случаев 

а) ;0)(
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 d б) 
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 0)( d     в отдельности. 

Теорема 9. Пусть выполнены следующие условия: 

1) матрица A - гурвицева, 0)(  , функция 




d

d )(
- равномерно непрерывна для 

любого  1, R ; 

2) существует вектор  
nR  такой, что  

0,0,...,0,0 12 ==== −− BABAABB nn  ; 

3) ранг матрицы −=  1...,,, nAAR  равен n ; 

4) 
+

=





 0)( d ; 

5) выполнены равенства 1,1,,000 +==+=+ niNMM iii ; 

Тогда стационарное множество   системы (1), (2) глобально асимптотически устойчиво. 

Теперь рассмотрим случай, когда  
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Теорема 10. Пусть выполнены условия 1)-4) теоремы 9, и пусть, кроме того, выполнены 

равенства  

    1,1,,000 +==+=+ niNHMHM iii .                                   (26) 

Тогда 

        0))(()()(lim 210 =++
→

ththth
T

  .                                      (27) 
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Если, кроме того, решение системы второго порядка 

               Itzhzhzh =++ ,0)(210                                               (28) 

глобально асимптотически устойчиво, то стационарное множество   системы (1), (25) 

глобально асимптотически устойчиво. 

Теорема 11. Пусть выполнены условия теоремы 6 и пусть, кроме того: 

1) −=== 
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d

d
dd ,,)(,0)( равномерно непрерывна. 

2) выполнены равенства 1,1,,000 +==+=+ niPMM iii . 

Тогда стационарное множество   системы (1), (2) глобально асимптотически 

устойчиво. 

Теорема 12. Пусть выполнены условия теоремы 7,  и пусть,  кроме того: 
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рывна по ;, 1R  

2) выполнены равенства  1,1,,000 +==+=+ niLMLM iii .  

Тогда стационарное множество   системы (1), (25) глобально асимптотически 

устойчиво.  

Теорема 13. Пусть выполнены условия теоремы 8,  и пусть, кроме того: 
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2) выполнены равенства  1,1,,000 +==+=+ niLHMLHM iii . 

Тогда    0))(()()(lim 210 =++
→

ththth
T

  . 

Если, кроме того, решение системы второго порядка Itzhzhzh =++ ,0)(210   

глобально асимптотически устойчиво, то стационарное множество   системы (1), (25) 

глобально асимптотически устойчиво. 

В качестве примера рассмотрены уравнения движения систем фазовой автоподстройки 

частоты с пропорционально интегрирующим фильтром [6], решение которого подтвердило 

эффективность предлагаемого метода. 
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