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ШТУРМА-ЛИУВИЛЛЯ В ПРОСТРАНСТВЕ pL  
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В данной работе, с использованием функции Грина оператора Штурма-Лиувилля, показана 

позитивность оператора pL . 

 

Пусть ( )baJ , , − ba . В пространстве ( )JLL pp  ,  p1 , ( ) RbaJ = , , 

определим оператор  

( ) ( )( ) ( ) ( )xyxvxyxyLp +


−=  ,  ( )pLDy , 

соответствующий уравнению  

( ) ( )( ) ( ) ( ) 0=+


− xyxvxyx ,                                                   (1) 

 где ( )−x положительная непрерывно-дифференцируемая в J  функция, ( ) 1xv  

непрерывная в J  функция. Область определения ( ) pp DLD   оператора pL  состоит из 

функций ( ) pLxy   таких, что функции ( )xy , ( ) ( )xyx   локально абсолютно непрерывны и 

yLp  принадлежит pL . 

Пусть будет задано  

Условие А [3]: Для некоторого ( )bac ,  функция  

( ) ( ) ( ) 
−=

c

t

c

s

a dvstT  1             ( ) ( ) ( )













= 

−

s

c

t

c

b dsdvdsstT  1  

1) не интегрируема в окрестности точки ( )ba ,  

2) ( ) =
→

tTa
at

lim   ( )( )=
→

tTb
bt

lim . 

Отсюда следует, что если ( )ba  бесконечность, то условие А.1 всегда выполнено в силу 

монотонности функции ( )tTa  ( )( )tTb . Если ( )ba  конечна, то условие А.2  является следствием 

условия А.1. Отметим, ёще следующее условие, вытекающее из условии А. 

( ) ( ) =
−

b

c

b

c

dssvdss1      ( ) ( )













=

−

c

a

c

a

dssvdss1  

Введем следующие функции: 

( ) ( ) ( ) ,),[,1:0sup 1









+= 
++

−

+ Jdxxdssdssdxd

dx

x

dx

x

  

( ) ( ) ( )








−= 
−−

−

− Jxdxdssdssdxd

x

dx

x

dx

],(,1:0sup 1  . 

Положим  

( ) ( )
( )


++

−

+ =

xdx

x

dssx 1 ,  ( ) ( )
( )

−−

−

− =

x

xdx

dssx 1 . 

Из результатов работы [1] следует, что pD  плотна в pL  и −pL замкнутый оператор. 
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Определение [2, стр.274]. Линейный замкнутый оператор A , действующий в 

банаховом пространстве E  и с ( ) EAD =  будет позитивным, если 0  существуют 

операторы ( ) 1−
+ IA   и если 

( )



+

+
−

1

1 C
IA    ( )0 . 

Имеет место следующая 

Теорема. Пусть выполнено условие А. Тогда оператор pL  непрерывно обратим и 

позитивен. 

Предварительно докажем лемму. 

Лемма. Пусть выполнено условие А. Тогда уравнение (1) не имеет решений из ( )JLp , 

 p1 . 

Доказательство. Пусть ( )xy+ , ( )xy−  решения уравнения (1), удовлетворяющие 

условиям:  

Теорема 1 [3]. Пусть выполнено условие А. Тогда уравнение (1) имеет два линейно 

независимых решения ( )xy+  и ( )xy− , обладающие следующими свойствами: 

1) ( ) 0 xy , ( ) 0 xy , Jx ; 

2) ( )xy+  монотонно убывает, ( )xy−  монотонно возрастает и ( ) 0lim =+
→

xy
bx

 и ( ) 0lim =−
→

xy
ax

 при 

=b , −=a  соответственно; 

3) ( ) 0lim =+
→

xy
bx

, ( ) 0lim =−
→

xy
ax

 при ( ) =
b

c

dssv  и b , ( ) =
c

a

dssv  и a  соответственно; 

4) ( ) ( ) ( ) ( ) 0limlim ==
+

→
−

→
xyxxyx

bxax
  и ( ) 0lim =−

→
xy

ax
; 

5) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) Jxxyxxyxxyx  

−



−

 ,2
2

1 11   . 

Тогда любое решение ( )xy  уравнения (1) запишется в виде 

( ) ( ) ( )xyCxyCxy −+ += 21                                                      (2) 

Из 

( ) ( ) ( ) ( ) dsdvscyty

s

c

t

c


−

−−   1                                          (27) [3] 

на основании А следует, что ( ) pLty − ,  p1 , в окрестности точки b . Если покажем, что 

в окрестности точки B  ( ) pLxy + , то этим мы докажем, что (2) не принадлежит в pL  ни при 

каких значениях 1C , 2C . 

При  p1  для любого ( )baJx ,=  на основании утверждения 3) теоремы 1, имеем 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =  +

−

++

−

++

b

x

p

b

x

p

b

x

p dssysvxydssyxydssy 11  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )xyxxydssysxy p

b

x

p

+

−

++

−

+
=


=   11 . 

В силу монотонности ( )ty+ , ( ) ( )xyty
btx

++


=sup . Таким образом, для любого ( )baJx ,= , 

( ) ( )bxLy p ,+ . Лемма доказана. 

Доказательство теоремы. В силу леммы 1, обратный оператор 
1−

pL   существует. 

Покажем, что 
1−

pL  имеет вид 
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( ) ( )=
−

J

p dssfsxGfL ,1                                                          (3) 

и ограниченно действует в pL ,  p1 . 

Здесь 

( )
( ) ( )

( ) ( )






=

+−

−+

xssyxy

xssyxy
sxG

      при

      при1
,


 

есть функция Грина оператора pL . Постоянная   взята из тождества Лагранжа 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xyxyxxyxyx −++−
−=   

В дальнейшем, без ограничения общности, положим 1= . 

Сначала покажем, что для любого pLf   

( ) ( )=
J

dssfsxGKf ,  

принадлежит pD . Действительно, из представления 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) −++− +=

x

a

b

x

dssfsyxydssfsyxyxKf                              (4) 

следует, что Kf  локально абсолютно непрерывен, если существуют интегралы в (4). 

Существование интегралов в (4) следует из неравенств 

( ) ( ) ( )
( ) ( )




++ JLbxL

b

x
pp

fydssfsy
,

, 

( ) ( ) ( )
( ) ( )




−− JLxaL

x

a
pp

fydssfsy
,

, 

где 1
11
=


+

pp
. Эти неравенства справедливы в силу неравенства Гельдера и функция ( )f  

суммируема с −p ой степенью на всем интервале ( )baJ ,= . Тогда из (4) имеем 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) −++−
+=

x

a

b

x

dssfsyxyxdssfsyxyxxKf
dx

d
x                 (5) 

Отсюда видно, что ( ) ( )( )xKf
dx

d
xf  тоже локально абсолютно непрерывен. 

Дифференцируя (5) еще раз, получим 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )+−


=







+−+−  xfxyxyxdssfsyxyxxKf

dx

d
x

dx

d
b

x

  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =+


+ −+−+  xfxyxyxdssfsyxyx

x

a

 ( ) ( ) ( ) ( )






+ +−

b

x

dssfsyxyxv  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) fvKfxfxyxyxxyxyxdssfsyxy

x

a

−=−−






+ −++−−+   . 

То есть 

fKfLp = .                                                                 (6) 

Таким образом, для любого pLf  , pDKf  . 

С другой стороны, из (6) и из существования 
1−

pL  следует, что 
1−

pL  определен во всем 

пространстве pL  и имеет место (3). 

Теперь оценим норму оператора 1

1

−L . 
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( ) ( ) ( ) ( )













+=   −++−


→

−

b

x

x

a
Jx

dssyxydssyxyL sup
11

1

1 . 

Положим 

( ) ( )tvxv
btx 

+ = inf ,  ( ) ( )tvxv
xta 

− = inf . 

Тогда 

( ) ( )
( )
( )

( ) ( )
( )
( )

( ) ( )( )
( )
( )

( ) ( )xyx
xv

xy
dssys

xv

xy
dssysv

xv

xy
dssyxy

b

x

b

x

b

x

+

+

−
+

+

−
+

+

−
+−

−=


=   , 

 

( ) ( )
( )
( )

( ) ( )
( )
( )

( ) ( )( )
( )
( )

( ) ( )xyx
xv

xy
dssys

xv

xy
dssysv

xv

xy
dssyxy

x

a

x

a

x

a

−

−

+
−

−

+
−

−

+
−+

=


=    

на основании утверждения 3) теоремы 1. С помощью этих оценок, получим 

( ) ( )
1

1
,

1
maxsup

11

1

1 









−+→

−

xvxv
L

Jx

. 

Так как функция Грина ( )sxG ,  симметрична, то поэтому справедливо неравенство 

( )
( ) ( )

1
1

,
1

maxsup1*1

1
11

1

1 








==
−+

→

−


→

−

→

−

xvxv
LLL

Jx

. 

Теперь применяя интерполяционную теорему Рисса-Торина [4, с.12] имеем 

( ) ( )
1

1
,

1
maxsup1 










−+

→

−

xvxv
L

Jx
pp

p . 

Для дифференциального уравнения 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) 0=++


− xyxvxyx  , 

обратный оператор ( ) 1−
+ pL  существует и имеет аналогичный, как в (3) вид 

( ) ( ) ( )=+
−

J

p dssfsxGfL  ,,
1

 

и ограниченно действует в pL ,  p1 . Это доказывается аналогичным образом. И норма 

оператора ( ) 1−
+ pL  оценивается также. То есть 

( )
( ) ( ) 


+










++
+

−+→

−

1

11
,

1
maxsup

1

xvxv
L

Jxpp
p ,    p1 . 

Отсюда следует, что оператор +pL  непрерывно обратим и  

( )



+

+
→

−

1

11

pp
pL ,   0 . 

Этим самым мы доказали, что оператор −pL  позитивен. 
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