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Рассматривается одна из обратных задач динамики – задача замыкания в классе стохас-

тических дифференциальных уравнений второго порядка типа Ито по заданным свойствам 

движения, не зависящим от скоростей. Получены достаточные условия существования за-

данного интегрального многообразия достроенной системы стохастических дифферен-

циальных уравнений. Отдельно исследуются общий линейный и скалярный нелинейный 

случаи поставленной задачи. 

В работе  Еругина [1] строится множество обыкновенных дифференциальных уравне-

ний, которые имеют заданную интегральную кривую. Эта работа, впоследствии, оказалась 

основополагающей в становлении и развитии теории обратных задач динамики систем, опи-

сываемых обыкновенными дифференциальными уравнениями (ОДУ) [2,3 и др.]. Следует от-

метить, что один из общих методов решения обратных задач динамики в классе ОДУ метод 

квазиобращения предложен в работе [3], который дает необходимые и достаточные условия 

разрешимости. Но наряду с указанным методом в [3] предлагаются метод разделения и метод 

проектирования дающие, с одной стороны,  лишь достаточные условия разрешимости обрат-

ных задач, но, с другой стороны, эффективные при построении множества искомых функций 

в конкретных прикладных обратных задачах. 

1. Постановка задачи. Пусть задано стохастическое дифференциальное уравнение 

второго  порядка типа Ито 

( ) ( )  tuuxxtuuxxfx ,,,,,,,, 11 +=  ,      ,, kn RRx                    (1.1) 

где 1 - матрица размерности )( kn , а )},(...,),,({ 1  tt k  - система независимых винеров-

ских процессов [4], заданная на некотором вероятностном пространстве ),( PU  . 

Требуется достроить замыкающие уравнения  

  ),,,,(),,,,( 22 tuuxxtuuxxfu += ,      
rRu                                (1.2) 

по заданным частным интегралам 

,0),,(:)( = tuxt     где  
222),,(, tux

m CtuxR =                        (1.3) 

Предполагается, что вектор-функции ),,,,(),,,,,( 21 tuuxxftuuxxf   и матрицы 

),,,,(),,,,,( 21 tuuxxtuuxx    непрерывны по t и липшицевы по ,,ux ux ,  в области 

 ,0,))(,(:),,,()( == HHtzuuxxzU TTTTT

H                          (1.4) 

что обеспечивает в (1.4) существование и единственность до стохастической эквивалентно-

сти решения )(tz  системы уравнений (1.1), (1.2) с начальным условием 00 )( ztz = , являю-

щегося непрерывным с вероятностью 1 строго марковским процессом [4]. 

Ранее указанная задача:  

1) в случае отсутствия случайных возмущений ,0( 1    )02   достаточно полно была 

исследована в работах [2,3];  

2) в случае, когда ,01   0
2
  и с заданными свойствами вида      

0),,,,(:)( = tuuxxt  ,   
12121),,,,(, tuuxx

m CtuuxxR  =                   (1.3’) 
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методом квазиобращения была рассмотрена в [5], а с заданными свойствами вида (1.3) мето-

дом квазиобращения - в [6], а методом разделения  – в [7]. 

Рассмотрим задачу построения множества замыкающих стохастических уравнений (1.2) 

по заданным свойствам (1.3) методом проектирования [3, с.23] произвольного вектора на 

многообразие, касательное к интегральному многообразию. Этот метод широко используется 

для решения задач преследования, а также управления манипуляторами. 

Предварительно  по правилу стохастического дифференцирования Ито [4, с.204] со-

ставляется уравнение возмущенного движения 
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Введем произвольные функции Н.П. Еругина [1]: −m мерную вектор-функцию 

),,,,( tuxA    и − )( nm матрицу ),,,,,( tuxB   обладающие свойством ,0),,,0,0( tuxA  

,0),,,0,0( tuxB  и при этом имеет место  

= +),,,,( tuxA     ),,,,( tuxB .                                    (1.6) 

Отсюда, сравнивая уравнения (1.5) и (1.6) приходим к соотношениям  
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  (1.7) 

из которых нужно определить вектор-функцию 2f  и матрицу 2 .                    

Для разрешимости поставленной задачи методом квазиобращения в работах [5,6] для 

заданных множеств вида (1.3) и (1.3’) использовалась следующая лемма. 

Лемма 1[3, с. 12]. Совокупность всех решений линейной системы  

      ,gHv =  )( khH = , ,,1),(),( mggvv k ===   nk ,1= , ,nm                  (1.8) 

где матрица Н имеет ранг равный m, определяется выражением 

 vvv += .                                                       (1.9) 

Здесь −  скалярная величина, 
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есть векторное произведение векторов )(
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TTT HHHHH ,)( 1−+ = - матрица, транспонированная к H . 

Суть метода проектирования, следуя [3, с.23] и с учетом случайных возмущений, за-

ключается в следующем: для определения вектора правой части  уравнения (1.2), решения 

которого удовлетворяют условию (1.3), используется то же, что и в методе квазиобращения 

[3,6], функционально-алгебраическое уравнение (1.8). Решение    этого уравнения по лемме 

1 (не ограничивая общности, 1:= ) находят в виде суммы   vvv += ,  где  gHv += , а  

v  удовлетворяет уравнению 0=H , uH = . Для определения 
  зададим произвольный 

вектор c . В качестве 
  можно взять проекцию вектора c  на многообразие, касательное к 

множеству )(t (1.3), а именно  ),( 1
u

T
uE   −−=  .T

uu=  В этом случае уравнение (1.2) 

с учетом (1.7)  примет следующий вид: 
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где  выражение iu
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 имеют соответственно вид:  

+











+




+




−




−




−




−= x

xx
x

ux
u

tx
u

ut
x

xtt
AА TT 

 22222

2

2~






+





tu

2

  

,1

22

f
u

u
uu

u
xu

x TT




−










+




+


     1

~




x
BВ




−= . 

Иначе говоря, в силу полученной системы функционально-алгебраических уравнений 

(1.7) и построенного уравнения (1.10)  искомые  −r мерная вектор-функция 2f  и ( )kr   

матрица 2  методом проектирования в сочетании с методом квазиобращения определяются 

в виде: 
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      (1.11) 

где −−= iT

niiii ),...,,( 222212  ый столбец матрицы ),( 22 j =  ),,1( n=  ).,1( kj =  
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Следовательно, справедлива  

Теорема 1. Для того чтобы множество (1.3) при заданной структуре (1.1) было инте-

гральным многообразием системы дифференциальных уравнений второго порядка типа 

Ито (1.1), (1.2) достаточно, чтобы искомые функции замыкающего уравнения (1.2) имели 

соответственно вид (1.11). 

        2.  Линейный случай стохастической задачи замыкания. По заданному линей-

ному по сносу стохастическому дифференциальному уравнению второго порядка типа Ито 

  14321 )()()()()( Ttututxtxtx +++++=                (2.1) 

требуется достроить линейное по сносу замыкающее стохастическое уравнение 

  24321 )()()()()( Ttututxtxtu +++++=    (2.2) 

так, чтобы заданное линейное множество 

rnm RuRxRtlutGxtGt =++ ,,,0)()()(:)( 21    (2.3) 

было интегральным для системы уравнений (2.1), (2.2). 

Иначе говоря, по заданным ),(),( 21 tGtG ),(),( 21 tt  ),(),( 43 tt   ),(1 tT  )(2 tT  и задан-

ным вектор-функциям )(),( tlt  требуется определить )nr(  - матрицы )t(),t( 21  , 

)rr(  - матрицы )(),( 43 tt   и r-мерную вектор-функцию )(t , а также )( kr   - матрицу 

)(2 tT  так, чтобы обеспечить для системы (2.1), (2.2) интегральность свойств движения (2.3). 

В рассматриваемой задаче уравнение возмущенного движения имеет вид: 
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                      (2.4) 

а, с другой стороны, уравнение возмущенного движения с помощью произвольных функций 

Н.П. Еругина [1] – вектор-функций )(),( 2211 tAAtAA ==  и ( )km - матрицы-функции 

( )tuxBB ,,,, =  со свойством ( ) 000 t,u,x,,B , имеет вид 

( )  tuxBAA ,,,,21 ++= .    (2.5) 

Тогда из уравнений (2.4) и (2.5) с учетом того, что  
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   (2.6) 

следуют соотношения 
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которые преобразуются к виду 

  ,1111121112 NGGGAGAG −−+=       ,2 22111222 NGGGAG −−=             

,3231222132 NGGGAGAG −−+=     ,2 44122242 NGGGAG −−=                  (2.7)  

  ,2 44122242 NGGGAG −−=               .1122 TGBTG −=        
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На основании формулы (1.9) леммы 1 и метода проектирования совокупность всех ре-

шений системы уравнений (2.7) с учетом того, что в линейном случае TT
uu GG 22==  ,  

определяется в виде 

( )

( )

( )

( )

( )

( )















+−=

+−=

+−=

+−=

+−=

+−=

+−

+−

+−

+−

+−

+−

,))((

,))((

,))((

,))((

,))((

),())(()(

522
1

2222

422
1

2224

322
1

2223

222
1

2222

122
1

2221

22
1

222

i
TT

i

i
TT

i

i
TT

i

i
TT

i

i
TT

i

TT

NGcGGGGET

NGcGGGGE

NGcGGGGE

NGcGGGGE

NGcGGGGE

tLGcGGGGEt

    (2.8) 

где через iiiiiiiiii NNNNNT 5432124321 ,,,,,,,,,   обозначены соответственно −i ые 

столбцы матриц ,,,,, 14321 N ,,,,, 25432 TNNNN  а 11112111 −−+= GGGAGAN  ,   

211122 2 −−= GGGAN  ,,  23122213 GGGAGAN  −−+= , 23122213 GGGAGAN  −−+= , 

+= )()( 1 tlAtL )()()( 12 tltGtlA  −−  , TGBN 15 −= . 

Теорема 2. Для того чтобы линейное множество (2.3) при заданной структуре (2.1) 

было интегральным многообразием системы линейных дифференциальных уравнений вто-

рого порядка типа Ито (2.1), (2.2) достаточно, чтобы искомые функции замыкающего 

уравнения (2.2) имели соответственно вид (2.8). 
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