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Работа В.Л.Харитонова [1] явилась сильным импульсом для развития исследований вопросов робастной устойчивости интервальных динамических систем, как в непрерывном, так и в дискретном времени [2 - 9]. В настоящее время в исследовании интервальных динамических систем (ИДС) и интервальных систем управления  (ИСУ) существуют два альтернативных направления. [10 -16]:

1) алгебраическое или Харитоновское направление;

2) частотное или направление Цыпкина – Поляка.

Каждое из этих направлений имеют свои положительные и отрицательные стороны в зависимости от решаемых конкретных задач.

В данной работе рассматривается один из методов алгебраического направления или Харитоновского направления исследования робастности и его приложения к анализу и синтезу ИСУ.

Непрерывные системы. Рассматривается  линейная динамическая система порядка n
  х = Ах, х (t0) = х0 ,                                                                                                  (1)

где х=х(е) 
[image: image1.wmf]Î

 Rn – вектор состояния, А 
[image: image2.wmf]Î

 Rnxn – интервальная матрица с элементами  
α ij, i,j = 
[image: image3.wmf]1,n

, представляющими интервальные величины α ij, 
[image: image4.wmf]Î

 [α ij, 
[image: image5.wmf]a

ij,]  с угловыми значениями α ij, 
[image: image6.wmf]a

ij, α ij   ≤  
[image: image7.wmf]a

ij,.


Требуется определить условия робастной устойчивости системы (1).


Основные результаты для непрерывных систем.  

В работе [8] получены результаты в виде строго доказанных теоремы 1 и леммы к ней о робастной устойчивости ИДС (1) по условиям гурвицевести четырех угловых полиномов Харитонова, составленным по последовательным сепаратным угловым   коэффициентам
 bi (bi  , 
[image: image8.wmf]b

i,, I =
[image: image9.wmf]1,n

) характеристических полиномов системы (1):

                                    f (λ) = λn +b1 λn-1 + …+bn = 0                                                    (2)
Эти результаты аннулируют известные контрпримеры к теореме Биаласа [7], что показано в работе [8].

Приведем эти Теорему 1 и Лемму.

Теорема 1. Для того, чтобы положение равновесия х=0 системы (1.1) было асимптоматически устойчиво при всех А
[image: image10.wmf]Î

D или чтобы интервальная матрица А была устойчива, необходима и достаточно, чтобы были гурвицевы все четыре угловые полиномы Харитонова, составленные по последовательным сепаратным угловым коэффициентам bi (bi , 
[image: image11.wmf]b

i , i=1,n) характеристических полиномов системы (1).

Данная теорема доказывается на основе следующей леммы.

Лемма. Сепаратные угловые коэффициенты bi (bi, 
[image: image12.wmf]b

i, i=
[image: image13.wmf]1,n

) образуются как соответствующие коэффициенты (2) либо при угловых значениях элементов α ij, i,j =
[image: image14.wmf]1,n

 матрицы А, либо при нулевых значениях некоторых элементов (если интервал принадлежности включает нуль).
[image: image15.wmf]
Как видно из леммы, для нахождения коэффициентов bi , 
[image: image16.wmf]b

i , i=
[image: image17.wmf]1,n

, в общем случае необходимо применение оптимизационных методов дискретного программирования.  Доказанная теорема 1 аннулирует известные контрпримеры к теореме Биаласа [7].

Например, в работе [8] рассмотрен контрпример


                   – 0,5 – r    –12.06   – 0.06

А = Ωэ  =   – 0.25            0            1        ,
                      0.2 5         –4          –1
где r 
[image: image18.wmf]Î

[0,1], для которого подтверждена справедливость Теоремы 1.
Теорема 1 и Лемма позволяют решить задачу о реберной теореме для многогранников матриц [2]. Результат сформулирован Теоремой 2 доказанной в [8]. 

Теорема 2. Для устойчивости многогранника матриц Р необходимо и достаточно, чтобы выпуклые ребра Р были устойчивы, т.е. матрица

s1Pi  + s2Pi                                                                                  (3)
Устойчива при любых i,j = 
[image: image19.wmf]1,m

, s1 
[image: image20.wmf]Î

 [-1,0], s2 
[image: image21.wmf]Î

 [0,1]. 
Здесь многогранник матриц Р представлен в виде 
                                                                       m                             m
                              Р = {PS =PS1 +PS2 : PS1 = ∑ s1i Ps1Ps2 = ∑  si1P1                                                 (4)
                                                                       i =1                          i =1
                                                                   m
                            sn + sa = s1 ≥ 0, i = 1,m , ∑ s1 = 1}. 
                                                                    1

Справедливость Теоремы 2 подтверждается  также аннулированием известных контрпримеров.

Основные результаты для дискретных систем.

Рассматривается линейная ИДС
                    х (m +1) = Ax (m), m =0,1,2…,                                                                            (5)

где х (m) – n –мерный вектор состояния, А
[image: image22.wmf]Î

 Rn x n  - интервальная матрица с элементами 

α ij, i,j =1,n, представляющими интервальные величины α ij, 
[image: image23.wmf]Î

 [α ij, α ij,] с угловыми значениями α ij, α ij, α ij   ≤ α ij,. Используя z- преобразование, получаем интервальный характеристический полином

                                                          n
                        f (z) = det (zI –A) = ∑ bizn -1,                                                                            (6)

                                                        i = 0
где bi 
[image: image24.wmf]Î

 [ bi, bi ], bi  ≤ bi. Требуется определить необходимые и достаточные условия робастной устойчивости системы (5), относительно единичного круга | zi | <1, где zi,  i = 1,n, корни  (6).

В работе [9] получены результаты, сформулированные в виде строго доказанных Теорем 1-6, которые являются дискретными аналогами теорем Харитонова и позволяют исследовать робастную устойчивость дискретных ИДС, а также могут быть использованы для синтеза робастных ИСУ с применением алгоритма приведенного в этой работе. Эти результаты также аннулируют известные контрпримеры для дискретного случая. Здесь приведем лишь три теоремы об устойчивости характеристического полинома (6) и интервальной матрицы системы (5).

Теорема 3. Для того чтобы интервальный полином (6) был строго устойчив в дискретной области, необходимо и достаточно, чтобы для каждого коэффициента  bi, i =
[image: image25.wmf]0, n

, все точки перемежаемости, полученные по всем 2n  угловым полиномам ( с угловыми значениями bi , i = 
[image: image26.wmf]0, n

, j ≠ i), не лежали в заданных интервалах bi 
[image: image27.wmf]Î

 [ bi ,   
[image: image28.wmf]b

i ] . Теорема 4.  Чтобы интервальный полином (6) был строго устойчив в дискретной области, необходимо и достаточно, чтобы для каждого коэффициента  bi , i = 
[image: image29.wmf]0, n

, все точки перемежаемости, полученные по соответствующим четырем полиномам Харитонова, не лежали в заданных интервалах  bi 
[image: image30.wmf]Î

 [ bi ,   
[image: image31.wmf]b

i ].
Теорема 5.  Чтобы интервальная матрица А была устойчива с областью собственных значений | λ | < 1, i = 
[image: image32.wmf]1,n

, необходимо и достаточно, чтобы был устойчив соответствующий характеристический интервальный полином с сепаратными угловыми коэффициентами, найденными согласно теореме 1.


Алгоритм определения робастной устойчивости дискретных ИДС будет следующим:

1. Пользуясь формулами леммы к теореме 1 [8], оптимизацией по элементам  
αij, 
[image: image33.wmf]Î

 [αij, αij,],  i,j=
[image: image34.wmf]1,n

, интервальной матрицы А, находятся сепаратные угловые коэффициенты  bi 
[image: image35.wmf]Î

 [ bi , bi ],  i =
[image: image36.wmf]0, n

, интервального характеристического полинома (6). 
2. Определяются четыре полинома Харитонова, соответствующие интервальному полиному (6)

f1 (z) : {b0, b1, 
[image: image37.wmf]b

2, 
[image: image38.wmf]b

3, b4, …};  f2 (z) :{ b0, 
[image: image39.wmf]b

1, 
[image: image40.wmf]b

2, b3, b4, …};
f3 (z) :  {
[image: image41.wmf]b

0, b1, b2, 
[image: image42.wmf]b

3, 
[image: image43.wmf]b

4, …};  f4 (z) :{ 
[image: image44.wmf]b

0, 
[image: image45.wmf]b

1, b2, b3, 
[image: image46.wmf]b

4, …}.

3. Составляются n неравенства вида (П.2), указанных в Приложении работы [ 9 ].

4. Относительно каждого коэффициента bi, i = 
[image: image47.wmf]0, n

, считая остальные коэффициенты фиксированными, последовательно находятся точки перемежаемости для всех четырех полиномов Харитонова и по всем n неравенствам (см. п.3), начиная с меньших порядков.

5. Если все точки перемежаемости по всем коэффициентам bi, i = 
[image: image48.wmf]0, n

, не принадлежат заданным интервалам, то исходный полином (система) устойчив, в противном случае – неустойчив.


В общем случае, требуется проверка 4n (при единичном b0) условий непринадлежности точек перемежаемости коэффициентов bi, i = 
[image: image49.wmf]1,n

, заданным интервалам bi 
[image: image50.wmf]Î

 [ bi , bi ].


Точки перемежаемости и интервалы перемежаемости в Теоремах 3-5 означают следующее.

Определение. Точками перемежаемости для коэффициентов bi, i= 
[image: image51.wmf]0, n

,  называются точки – на действительной оси, в которых происходят переходы корней полинома (6), через единичную окружность на плоскости корней, а интервалами перемежаемости – соответственно интервалы, в которых корни находятся либо внутри, либо вне единичного круга.


Приведенные здесь и в работах [8, 9, 12] результаты позволяют не только проводить анализ робастной устойчивости, но и синтезировать робастные ИСУ.

В данной работе приведем случай синтеза робастных дискретных ИСУ.

Рассматривается линейная ИСУ порядка n

                  x (m +1) = Ax (m) + B U (m), x (0) = x0 ,                                                         (7)
                   y (m)  = C x (m),

где x (m) 
[image: image52.wmf]Î

 Rn , U (m) 
[image: image53.wmf]Î

 Rl – соответственно вектора состояния, управления и выхода, А Є Rn x n  – интервальная матрица с элементами α ij, 
[image: image54.wmf]Î

 [α ij, α ij,], В и С – постоянные матрицы управления  и выхода системы.

Необходимо синтезировать управление u = - K* x, K* 
[image: image55.wmf]Î

 Rrxn  c постоянными элементами k*ij, обеспечивающее устойчивость и заданные прямые показатели качества t*p и σ*.

Алгоритм синтеза системы будет следующим.


1 этап. Определяются четыре угловые матрицы Аi, (i= 1,4), соответствующих угловым полиномам Харитонова системы (7)
                                                                            n
                                         f (λ) = det (λ I –A) = ∑ bi  λ n -i, bi 
[image: image56.wmf]Î

 [ bi , bi ], bi  ≤ bi                            (8)
                                                                                    i =0

          2 этап. Задается матрица Г – состояния модальной модели с максимальной робастностью, обеспечивающая заданные показатели качества   t*p и σ* - синтезируемой системе. Эта матрица находится известным методом стандартных полиномов.


3 этап. Проводится синтез модального управления 

                                                     u (m) = - Kx (m) ,                                                                     (9)

где K 
[image: image57.wmf]Î

 R r x n – матрица с элементами 

k i j , i = 1,r , j = 
[image: image58.wmf]1,n

.

Синтез управления (9) осуществляется с использованием уравнения Сильвестра [17] 

                                                                МГ – АМ = - ВН,                                                      (10)

                                                                    К = НМ -1,

где М – матрица подобия модели Г и замкнутой системы F = А – ВК,
Н – произвольная матрица, образующая с Г наблюдаемую пару (Г, Н).


Таким образом, матрица К находится решением (10) для каждой угловой матрицы 

Аi , i = 1,4. Из найденных k I  выбирается  та матрица К* , которая для множества {Ai} соответствует min C {M}. Управление u = –K* x, синтезирующее замкнутую систему с матрицей F = А – ВК* является искомым управлением, обеспечивающим робастную устой​чивость и качество синтезируемой системы.
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